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Aufgaben

5.) Die Grenzwellenlänge des Photoeffekts für Silber liegt bei 262 nm. 

a) Berechnen Sie die Austrittsarbeit für Silber. 

b) Berechnen Sie die maximale Bremsspannung für einfallende Strahlung der Wellenlänge 175 nm. 

[Lösung: 4,74 eV ; 2,36 V] ++

6.) Können Photoelektronen aus einer Kupferoberfläche, deren Austrittsarbeit 4,4 eV beträgt, 
emittiert werden, wenn sie mit sichtbaren Licht bestrahlt wird? 

[Lösung: -] (++) 

11.) Wie viele Photonen werden in einer Sekunde von einer gelben Lampe (Wellenlänge = 600 nm) 
von 10 W Leistung emittiert? 

[Lösung: 3·1019] (+) 
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Übungsaufgaben 

Lasertechnik, Prof. Dr. T. Hebert,SoSe 2023Seite  90



Kern

„innerste“
Elektronen-

bahn
(n=1)

(n=2)

(n=3)

(n=4)
H

au
pt

qu
an

te
nz

ah
l

(n=)

Ionisationsgrenze

Wasserstoff / H-Atom 
Elektronenbahnen, Energie Niveaus, Spektrallinien

Wasserstoff

kein kontinuierliches sondern

diskretes
Spektrum

(Linienspektrum)

E1

E2

E3

E4

Eion 0

zu
n

eh
m

en
d

e
B

in
d

u
ng

se
ne

rg
ie

𝜟𝑬𝒂𝒃 = 𝑬𝒂 − 𝑬𝒃 =  𝒉 ∗  𝝂𝒑𝒉𝒐𝒕𝒐𝒏

Ab hier: Elektron frei, Atom bleibt als Ion+ zurück
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Jedes Atom hat spezifische Energieniveaus. 
Übergänge zwischen den Energieniveaus führen zu den Spektrallinien, mit 
denen, ähnlich einem Fingerabdruck, das Atom identifiziert werden kann

(a) Sonne (zum 
Vergleich) 

(b) Wasserstoff Z=1

(c) Helium Z=2

(a) Quecksilber Z=80

(b) Uran Z=92

https://qudev.phys.ethz.ch/static/c
ontent/science/BuchPhysikIV/Physik

IVch8.html
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Orbital Elektronen
1s 2
2s 2
2p 6
3s 2
3p 6
3d 10
4s 2
4p 6
4d 10
4f 14
5s 2
5p 6
5d 10
5f

6s 2 Valenz- 
elektronen

Elektronen 
Summe

80

Quecksilber Hg (80)
Orbitale & Elektronen                               Energieschema Hg



Spätere Erweiterungen des Bohr‘schen Atommodells

• Detailliertere Untersuchungen an Wasserstoff Atomen zeigen zusätzliche Effekte, die 
nicht allein mit dem Bohr‘schen Atommodell und der Hauptquantenzahl n erklärt 
werden können. 

• Auch reicht das Bohr Modell nicht aus um den Aufbau und Spektren der anderen 
Atome mit Z > 1 

• (z.B. Helium He: 2 Elektronen  Gegenseitige Abstossung der Elektronen muss noch 
einbezogen werden).

• Es gibt neben der Hauptquantenzahl n
• l Drehimpulsquantenzahl
• m magnetische Quantenzahl
• s Spin Quantenzahl

• Entsprechend wurde das Modell erweitert und
mit der Quantenmechanik zu einer umfassenden Theorie für Atome, Moleküle und 
Festkörper ausgebaut.



Vom Bohr‘schen Atommodell zu Quantenmechanik, 
Schrödinger Gleichung und Wellenfunktion
Entwickelt von Erwin Schrödinger (1887 – 1961) im Jahr 1926
Basis ist das Bohr‘sche Atommodell: 
• Das Elektron kann durch de Broglie Welle beschrieben werden
• Die atomaren Energiezustände können als „stehende de Broglie Wellen“ verstanden werden
Statistische Deutung:
• Die zugehörige Wellenfunktion wird mit 𝝍 bezeichnet 
• Ort des Elektrons kann nicht exakt bestimmt werden die Aufenthaltswahrscheinlichkeit p das Elektron ein einem 

bestimmten Ort anzutreffen kann aus dem Betragsquadrat der Wellenfunktion bestimmt werden p ~ |𝝍|2

H: Hamilton Operator
𝜓: Wellenfunktion
E: Energiewerte
Δ: Laplace Operator (d2/dx2, d2/dy2, d2/dz2)

Die Lösung der Schrödinger Gleichung (hier in Polarkoordinaten) bringt uns zu den Quantenzahlen n, l, m, s* 

Radialteil Winkelteil

* s hier nicht enthalten und wird 
durch eine spezielle Spin Raum 
Wellenfunktion beschrieben



Die Quantenzahl l, bzw. | (n, l, m)|2 geben Aufschluß über 
geometrische Struktur der Orbitale („Elektronenwolken“)

l = 0, m l = 0
l = 1, m l = 0
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Schalenmodell
Systematik der Quantenzahlen
n, l, m, s

Hauptquantenzahl n: 1, 2, 3, 4, 5…

Drehimpulsquantenzahl : 0, …. , (n-1) 

magnet. Quantenzahl m: - , -( -1), …,0, … , +( -1), +

Spin-Quantenzahl s oder ms: -½ , +½
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Beispiele 

n = 1
• l = 0
• ml = 0
• ms = +/- ½
• 

1 0  0 ½ 1 0 0 -1/2 

2 Zustände
2 * 1 * 1 = 2

n = 2
• l = 0, 1
• ml = -1, 0, 1
• ms = +/- ½
• 

2 0  0 ½,   2 0 0 -1/2, 
2 1, 0, ½,  2 1 0, -1/2, 
2 1 -1 ½,   2 1 -1 -1/2
2 1 1 ½, 2 1 1 -1/2 

8 Zustände
2 * 2 * 2 = 8

n = 3
• l = 0, 1, 2
• ml = 0, -1, 1, -2, 2
• ms = +/- ½
• 

3 0  0 ½,   3 0 0 -1/2, 
3 1 0, ½,   3 1, 0, -1/2, 
3 1 -1 ½,   3 1 -1 -1/2
3 1 1 ½, 3 1 1 -1/2 
3 2 0 ½, 3 2 0 -1/2, 
3 2 -1 ½,   3 2 -1 -1/2, 
3 2 1 ½, 3 2 1 -1/2, 
3 2 -2 ½,    3 2 -2 -1/2, 
3 2 2 ½, 3 2 2 -1/2, 

18 Zustände
2 * 3*2 = 18

n = 4
Wieviele Zustände 
möglich?

Jeder durch einen Zahlensatz  n, , m, s beschriebene 
Energiezustand kann in einem Atom nur 1 mal besetzt 
werden, d.h. alle Elektronen eines Atoms haben 
unterschiedliche Quantenzahlen (Pauli-Prinzip) Je Hauptquantenzahl n 

sind 2n2

Zustände möglich



Konkrete Beispiele für den Grundzustand einiger Atome
Wasserstoff H (Z=1, 1 Elektron vorhanden): 

Elektron1: n = 1, l = 0, m = 0, s = ½  (oder s = -½)    1s                   l=0 entspr. s

Helium He (Z=2, 2 Elektronen vorhanden): 1s2

• Elektron1: n = 1, l = 0, m = 0, s = ½

• Elektron2: n = 1, l = 0, m = 0, s = -½

Lithium Li (Z=3, 3 Elektronen vorhanden): (wie Helium, aber ein Elektron mehr)

• Elektron1: n = 1, l = 0, m = 0, s = ½ 1s2 2s

• Elektron2: n = 1, l = 0, m = 0, s = -½

• Elektron3: n = 2, l = 0, m = 0, s = ½ Lasertechnik, Prof. Dr. T. Hebert,SoSe 202397



Auffüllung der Schalen 
/ Periodensystem 

Beispiele

ElementZ Elektronen Konfiguration
H1 (1s)1

He2 (1s)2

Li3 (1s)2 (2s)1

Be4 (1s)2 (2s)2

…

Ne10 (1s)2 (2s)2 (2p)6

Na11 (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)1

…

Je Schale K, L, M, … (n = 1, 2, 3, …) 
sind 2n2 Elektronen möglich



Aber…

• Die „Elektronenbahn“ aus dem Bohr‘schen Atommodell ist eine stark vereinfachte 
Näherung.

• „Statistische Deutung“: Das Betrags-Quadrat der Wellenfunktion | (n, l, m)|2  gibt 
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an, das Elektron an einem bestimmten Ort zu 
finden.

• Brief Albert Einstein an Niels Bohr (1926): „Die Quantenmechanik ist sehr achtunggebietend. Aber eine innere Stimme sagt mir, daß das noch 
nicht der wahre Jakob ist. Die Theorie liefert viel, aber dem Geheimnis des Alten bringt sie uns kaum näher. Jedenfalls bin ich überzeugt, daß
der nicht würfelt.“
https://de.wikipedia.org/wiki/Gott_w%C3%BCrfelt_nicht

• Auch gibt es die sog. Heisenberg‘sche Unschärfe-Relation, die besagt, dass man Ort 
und Impuls des Elektrons nicht gleichzeitig beliebig exakt bestimmen kann:  
Δx Δp ௛

ସగ
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Jedes Atom hat spezifische Energiezustände z.B. E1 und 
E2. Bei Übergängen zwischen den Energiezuständen kann 
Licht emittiert oder absorbiert werden
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E2

E1

h 𝜈

E2

E1

E2

E1

Spontane Emission von Licht durch ein angeregtes Atom
Vorher spontane Emission Nachher

E2

E1

h 𝜈

E2

E1

E2

E1

Absorption von Licht durch ein Atom
Vorher Absorption Nachher

E2

E1

h 𝜈

E2

E1

E2

E1

Stimulierte Emission 
Vorher induzierte Emission Nachher

h 𝜈

Die stimulierte Emission ist der für den 
LASER 
von zentrale Grundprozeß.



Wechselwirkung zwischen Licht und Energieniveaus 
von Atomen, Molekülen oder Festkörpern

E2

E1

h 𝜈

Stimulierte Emission
Ein Photon der Energie 
E = h𝜈 = E2 – E1 trifft auf ein 
angeregtes Atom im Zustand E2
und induziert den Übergang 
E2E1 unter Aussendung eines 
weiteren Photons der Energie E = 
h𝜈 = E1 – E2

Absorption
Ein Photon der Energie 
E = h𝜈 = E1 – E2
hebt ein Elektron aus dem 
Zustand E1 auf ein höheres 
Energieniveau E2

Spontane Emission 
Ein angeregtes Atom im 
Zustand E2 geht spontan in 
den niedrigeren Zustand E1
über und emittiert dabei ein 
ein Photon der Energie 
E = h𝜈 = E2 – E1

h 𝜈

E2

E1

h 𝜈h 𝜈

h 𝜈

E2

E1
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Spontane Emission
Das Atom bleibt nicht im angeregten Zustand sondern kehrt „irgendwann“ in 
den Grundzustand zurück (ähnlich wie beim radioaktiven Zerfall). Bezogen auf 
N2 Atome ergibt sich: 

τ Ist die „Lebensdauer“ des angeregten Zustands und

Aik = A21 ist der Einstein-Koeffizient für die spontane Emission.
Typische Werte für Lebensdauern sind
• „Erlaubte“ Übergänge: τ ~ 10-9 s, A ~ 109 s-1

• „Verbotene“ Übergänge: τ ~ 10-3 s, A ~ 103 s-1

• τ ~ unendlich für Grundzustand
Einstein-Koeffizient Aik bezieht sich nur auf optische Übergänge. Ein ange-
regter Zustand könnte auch strahlungslos zerfallen (z.B. Energieübertragung 
durch Stöße, Gitterschwingungen)

h 𝜈

N2

E2

N1

E1

A21

  N2(t) = N0 * e-t/τ   exponentieller Zerfall

Beispiel: 106 Atome, 
angeregt im Zustand E2
(mit τ21 ~ 10-6s)  nach 

10-5 s sind 999.954 
Atome in Zustand E1
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N1 Atome im Zustand E1

N2 Atome im Zustand E2



Lebensdauermessung Nd:YAG oberes Laserniveau
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Absorption auf atomarer und makroskopischer Ebene

Dabei sind
• N1 = Anzahl der Atome im Zustand N1 pro 

Volumen
• Ф = Photonenstromdichte (Anzahl 

Photonen pro Zeit*Fläche)
• σ12 = Wirkungsquerschnitt der Absorption

Der Wirkungsquerschnitt für Absorption σ12
kann mit der Photonenenergie E12 = h f12 in 
Verbindung gebracht und durch den Einstein-
Koeffizienten für Absorption B12 dargestellt 
werden

E2

E1

h 𝜈

N2

N1

N1 Atome im Zustand E1

N2 Atome im Zustand E2
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Vergleich mit dem 
Absorptionsgesetz (makroskopisch)

I(x) = I0 exp (-α x)
Hier
• I0 und I(x)  = Lichtintensität (zu Beginn 

und nach Durchlauf durch ein 
absorbierendes Material der Dicke x)

• x = Dicke des Materials
• α = Absorptionskoeffizient

• Einstein-Koeffizient Bik= B12

σ12 oder B12 stehen für die 
Übergangswahrscheinlich-
keit des Übergangs E1 E2





Herleitung 
Absorptionsgesetz mit 
Trennung der Variablen 

Lasertechnik, Prof. Dr. T. Hebert,SoSe 2023105

ௗ஍௩௢௟

ௗ௧
=

Φ𝑣𝑜𝑙 =
𝜙𝐹𝑙ä𝑐ℎ𝑒𝑍𝑒𝑖𝑡

𝑐
 𝑢𝑛𝑑 𝑐 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡



Standardmethode in vielen Analytik Laboren: Bestimmung der 
Konzentration eines bestimmten Stoffs in einer Lösung
basierend auf Absorptionsmessungen
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https://www.uni-
bremen.de/fileadmin/user_upload/sites/brundtlandlabor/PDFs/Wasseranalysen.pdf

Beispiel: 
• Messung von Wasser 

Verunreinigung mit Nitrat NO3

• c = Konzentration des Stoffs
α = Absorptionskoeffizient des 
Stoffs

• Vergleich von Eichlösung mit 
Messprobe



Induzierte Emission
Wurde zunächst von A. Einstein postuliert und dann später in Experimenten 
bestätigt. Ist der Kernprozess eines jeden Lasers.

Wie Absorption, aber entgegengesetztes Vorzeichen (N2 wird entleert). 
Wirkungsquerschnitt bzw. Einstein-Koeffizienten sind für Absorption vs. 
Induzierte Emission gleich.

Mit der Besonderheit: wenn E1 und E2 aus mehreren (nämlich g1 und g2) 
Unterniveaus bestehen.

h 𝜈h 𝜈
h 𝜈

E2

E1

Bzw.  g1 * B12 = g2 * B21

Zum Vergleich: Absorption

= - σ21 N2 ϕ

N2

N1
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Zusammenhänge zwischen den Einstein-Koeffizienten

• B12 = B21 

• A21 = τ-1 =  B21

• Findet man in vielen Quellen auch so aufgeschrieben:

E2

E1

B12 A21 B21

mit

Bzw.  g1 * B12 = g2 * B21
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Unterschied zw. spontaner und induzierter Emission
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Spontane Emission

• Entsteht durch 
„statistischen“ 
Prozess

• Ungerichtet
• Keine feste 

Phasenbeziehung 
zwischen den 
Photonen

induzierte Emission

• Ist getriggert durch 
„induzierendes“ 
Photon

• Richtung & Phase 
entsprechend der 
des induzierenden 
Photons
kohärentes Licht

Wenn wir über Absorption oder induzierte Emission sprechen, geht es i.d.R. um eine bestimmte 
definierte Richtung der Strahlung. 

Spontane Emission ist ungerichtet und kann im Vergleich zu einem gerichteten Strahl 
vernachlässigt werden.



Einfache Bilanzgleichung für alle drei Prozesse 
(Absorption, stimulierte Emission, spontane Emission)

N2, E2

N1, E1

B12 A21 B21
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𝒅𝑵
𝟏

𝒅𝒕
= -B12 N1 Ф + B21 N2 Ф + A21 N2

Mit B12 = B21

𝒅𝑵
𝟏

𝒅𝒕
B12 Ф (N2 - N1) + A21 N2

𝒅𝑵
𝟏

𝒅𝒕
B12 Ф (N2 - N1) + A21 N2

Analog Herleitung zum Absorptionsgesetz + hier spontane Emission 

vernachlässigt 𝟏𝟐 𝟐 𝟏

𝟐 𝟏 < 0 Abschwächung der Photonenanzahl

𝟐 𝟏 > 0 Besetzungsinversion, Verstärkung
Verstärkungsfaktor G = egx

differentielle Verstärkung g = 𝟏𝟐 𝟐 𝟏

Besetzungsinversion
ist eine Kern-Voraussetzung 
für Laseraktivität.
Offene FRAGE: wie kann man 
die Besetzungsinversion 
erreichen?

Bilanzgleichungen für 
die Besetzungszahlen  
N1 und N2 der 
Energieniveaus E1 und 
E2

Absor Stimu Spont



Wie kann Besetzungsinversion erreicht werden?

Für Laser nötig: 

• Verstärkung 
durch stimulierte 
Emission

• Besetzungs-
inversion
(N2 > N1) 
oder noch besser 
(N2 >> N1)
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Im reinen 2-Niveau-
System kein Laser 
möglich

• Keine Besetzungsinversion 
erreichbar, weil

• B12 = B21, d.h. Absorption 
und induzierte Emission 
gleichen sich gegenseitig 
aus

• Spontane Emission als 
zusätzlicher „Verlustfaktor



Wie kann Besetzungsinversion erreicht werden?

Für Laser nötig: 

• Verstärkung 
durch stimulierte 
Emission

• Besetzungs-
inversion
(N2 > N1) 
oder noch besser 
(N2 >> N1)
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Im 3-Niveau-System ist ein Laser 
möglich weil

• Anregung erfolgt jetzt über E1EP

(Pumpen)  Entkoppelt vom Übergang 
E2  E1

• Durch schnelle Relaxation EPE2 wird N2

stark besetzt

• (spontane Emission E2-E1 und Absorption 
E1-E2 sind trotzdem Verlustfaktoren, fallen 
aber nicht so stark ins Gewicht)  

• Hilfreich: Oberes Laserniveau „meta-
stabil“, d.h. Verluste durch spontane 
Emission nicht zu stark

• Besetzungsinversion N2>N1 ist erreichbar



Wie kann Besetzungsinversion erreicht werden?

Laser
• Ziel: Verstärkung 

durch stimulierte 
Emission

• Voraussetzung:
stimulierte 
Emission soll 
überwiegen

• Besetzungs-
inversion (N2 > N1) 
oder sogar 
(N2 >> N1)
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Im 4-Niveau-System ist Laser 
noch besser = mit weniger 
Energieaufwand möglich, 
weil

• E1 wird durch die Relaxation 
E1  E0 entleert

• Dadurch N2 immer >N1 und die 
Absorption E1-E2 als Verlustfaktor 
ausgeschaltet

• Hilfreich: Oberes Laserniveau E2

„meta-stabil“, d.h. Entleerung von 
E2 durch spontane  Emission gering

• Besetzungsinversion N2>N1 ist noch 
leichter erreichbar



Kriterien für Laser-Materialien / Zusammengefasst

Laser benötigen ein Material das ein 3- oder 4-Niveau System ermöglicht. 
Dort ist dann der Pump Übergang vom Laser Übergang verschieden und zusätzlich wird (beim 4-
Niv-System) das untere Laserniveau E1 durch Relaxation entleert und das 4-Niveau-System ist 
effizienter als das 3-Niveau-System

Laser
• Ziel: Verstärkung durch 

stimulierte Emission

• Besetzungsinversion
(N2 > N1) oder sogar (N2

>> N1)

• Oberes Laser-Niveau 
„meta-stabil“, dann 
Verluste durch spontane 
Emission gering
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Beispiel 1: Energieschema Rubinlaser
• Energieschema von Cr3+ im Al2O3 Gitter

• Energiebänder ergeben sich durch Einfluß von 
Kristallfeld und Gitterschwingungen

• Grundzustand 4A2

• 3-Niveau-Laser (unteres Laserniveau = 
Grundzustand) (>50% der Cr3+ müssen im oberen 
Laserniveau angeregt sein, damit Laser startet)

• Pumpen: Optische Absorption in die 4F1

und 4F2 Bänder 

• Relaxation: (strahlungslos) in 2E mit den 
beiden Unterniveaus 2A und E

• Laserübergänge: 2E / E 4A2 (694,3nm) 
und 2E / 2A 4A2 (692,8 nm) 

3

1

2

Typisches Merkmal 3-Niveau-Laser
Unteres Laserniveau = Grundzustand

Zum Vergleich 
Lebensdauer 

Übergang Natrium 
D-Linie = 16 ns



Rubinlaser Cr3+ im Al2O3 Gitter

Quelle: Sigrist_LaserTheorieTypenUndAnwendunge



Beispiel 2: Energieschema Nd:YAG Laser
• Energieschema von Nd3+ im Y3Al5O12 Gitter

• Energiebänder ergeben sich durch Einfluß von Kristallfeld und 
Gitterschwingungen

• 4-Niveau-Laser: 

• Pumpen: Optische Absorption in verschiedene Bänder zw. 1.5 
und 2.5 eV

• Relaxation: (strahlungslos) in das metastabile nach 4F3/2 Niveau 
mit einer Lebensdauer von 230*10-6s 

• Laserübergang: 4F3/2 4I11/2 (1064nm)1
2

3

4

Typisches Merkmal 4-Niveau-Laser
Unteres Laserniveau = ist nicht Grundszustand



Beispiel 3: He-Ne-Laser, Laserübergang im Neon Atom für 633nm E3E2

Mögliche Laserübergänge im Neon
633 nm, 1150 nm, 3390 nm
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3

1

2

4



Was macht Laserlicht so besonders?
• Laserlicht ist (nahezu) monochromatisch

• Z.B. Helium-Neon-Laser: Wellenlänge 632,8 nm ± 0,002 nm

• Bei genauerem Messen findet man eine bestimmte „Bandbreite“ für die Wellenlänge oder die 
Lichtfrequenz, die aber im Vergleich zu anderen Lichtquellen deutlich geringer ist

• Zum Vergleich Interferenzfilter rot: 630 nm ±10 nm

• Laserstrahlung liefert einen nahezu parallelen Strahl, mit geringer Divergenz 
• hohe Strahlintensität pro Fläche Materialbearbeitung (Laserschneiden, -schweissen, 

-bohren, -gravieren, …) 
• Laserstrahlung ist kohärent (lange Wellenzüge mit konstanter Phasenbeziehung)

• Kann sehr gut für Interferenz Anwendungen verwendet werden
• Hohe Leistung pro Fläche (= Intensität) möglich Materialbearbeitung
• Sehr kurze Laserpulse erzeugbar (z.B. Femtosekunden-Laserpulse (ca. 10–15 s)) 

• relevant in der Wissenschaft, aber auch in Materialbearbeitung und Medizintechnik

• Oft hohe Laserleistung aber gleichzeitig Wirkungsgrad oft gering (<1%), aber auch bis zu 20% 
möglich
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ÜBUNGSAUFGABEN

25.) E5.1 
Berechnen Sie die Zahl der Neon-Atome in einem He-Ne-Laser mit einem Kapillardurchmesser von 1 
mm und einer Länge von 20 cm. 
Wieviele Photonen pro Sekunde werden von einem Ne Atom bei einer Ausgangsleistung von 1 mW 
emittiert? (Fülldruck p = 500 Pa, pHe/pNe = 5:1, Avogadrokonstante
NA = 6,022*1023 mol-1, Molvolumen bei 1 bar (105 Pa) = 22,4 Liter) 
[Lösung: 3,5∙1015 ; 1] (++) 

26.) E1.2 
Wieviele Photonen pro Sekunde strahlt eine He-Ne-Laser (λ = 633 nm) mit P = 1 mW ab? Wie hoch ist 
die Photonenenergie in Joule und in Elektronenvolt? 
[Lösung: 3,2∙1015 ; 3,1∙10-19 J ; 1,9 eV] (++) 
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