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3. KINETIK DES MASSENPUNKTES

3.1. Dvnamisches Grundgesetz

Alle im Folgenden angestellten Uberlegungen basieren auf dem 2. NEWTONSschen Axiom:

"Die zeitliche Anderung der Bewegungsgrofe ist der emnwirkenden Kraft proportional und
geschieht in Richtung dieser Kraft. "

Als Bewegungsgrofie wird dabei das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit verstanden. in
vektorieller Schreibweise lautet das 2. NEWTONsche Axiom:

o d (mf)

dt

m v wird als Vektor des Impulses bezeichnet.

Wenn die Masse m zeitlich unverinderlich ist. vereinfacht sich diese Formel zu

—
'

- \ -
F=m—=ma
dt

("Kraft = Masse " Beschleunigung" ).

Typisch sind zwei Grundaufgaben der Kinetik:

Das Bewegungsgesetz ist gegeben (aus kinematischen Untersuchungen). gefragt ist
nach den Kriften. die diese Bewegungen hervorrufen.

- Krifte sind gegeben. gefragt ist das Bewegungsgesetz fiir die Masse.

3.2. Krifte am Massenpunkt

Eingeprigte Krdfte sind duere Krifte. die auf die Masse wirken. z. B. : Gewicht.
Magnetkrifte. ...

Reaktionskrdfte sind duBere Krifte. die durch Bewegungseinschrinkung hervorgerufen
werden, z.B. : Krifte an Fithrungen. die Normalkraft zwischen Masse und schiefer Ebene.
Lagerreaktionen. ...

Bei beschleunigt bewegten Massen kommen zu diesen duBeren Kriéften noch die sogenannten
Massenkrifte hinzu. die je nach Art der Beschleunigung als Tragheits-, Zentrifugal- oder
Corioliskrdfte bezeichnet werden.



3.2.1 Gravitation und Schwerkraft

Nach dem NEWTONSschen Gravitationsgesetz gilt fiir die gegenseitige Anziechungskraft
zweier Massen mj und m) die sich im Abstand » vonemander befinden:

m,m
S -
Fo=—5-G
y
mit der Gravitationskonstanten G = 6.6720 ‘10! Nm®/kg*

Aufgabe 3-1

Fiir eine Masse m; = m in unmittelbarer Erdnéhe 1st nach dem Gravitationsgesetz die
Anzichungskraft zwischen m; und der Erdmasse mg zu berechnen.

Geg. : Erdmasse mg=5.97 ‘104 kg.
Erdradius R = 6373 km

3.2.2 Federkrafte

Die Lingenénderung einer Feder hat eine Kraft zur Folge. die entgegen der Richtung der
Langendnderung wirkt:

QMAQ{P{. %,/\f\*;x;t iy

Die Bezichung Fr = ¢ x mit der Federzahl ¢ (Dimension z. B. N/mm) gilt fiir sogenannte
lineare Federn. Beispiele dafiir sind:

- Schraubenfedem. - Biegefedemn. - Zugstab.

3.2.3 Massenkraft, das Prinzip von d'ALEMBERT
Das 2. NEWTONsche Axiom (bei konstanter Masse)

F—-ma=0

gilt nur fiir freie Massen. so dass durch die angreifenden Kriifte die Beschleunigungen auch
tatséichlich hervorgerufen werden kénnen. Bei gefiihrten Bewegungen gibt es natiirlich
Anteile der eingeprigten Krifte. die sich nicht in Beschleunigungen umsetzen, sondern von
den Reaktionskriften im Gleichgewicht gehalten werden.
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Beispiel:

Eingeprigte Kriifte:

F: Bei reibungstreier Bewegung wirkt diese Kraft beschleunigend auf m. bei
reibungsbehafteter Bewegung nur die Differenz zwischen F und der Widerstandskraft.

mg:  Diese Kraft wirkt nicht beschleunigend. da sie mit der Normalkraft im Gleichgewicht
ist.

Schlussfolgerung:  Man muss bei gefithrten Massen in die Formel fiir das
2. NEWTONsche Axiom alle eingepriigten Krifte und die
Zwangskriifte einsetzen:

Fr+Fp—ma=0
Das Prinzip von d'ALEMBERT:

Der bewegte Korper wird freigeschnitten. es werden angetragen
e alle eingeprigten Kriifte.

e alle Reaktionskrifte infolge duflerer Bindungen.
—

e die Massenkrifte —ma.
Danach kénnen die Gleichgewichtsbedingungen (wie in der Statik) aufgeschrieben werden.

Wegen des Minuszeichens vor der Massenkraft muss diese entgegen der Beschleunigungs-
richtung angetragen werden. z. B. bei Normalbeschleunigungen also immer nach auBen.
Bahnbeschleunigungen. die bei den meisten Aufgabenstellungen ja nicht bekannt sind.
werden entgegen der Koordinatenrichtung angetragen. was automatisch auch bei
Verzégerungen und Richtungsumkehr der Bewegung zu richtigen Ergebnissen fiihrt.

Aufgabe 3-2

Auf einer schiefen Ebene beginnt eine Masse bei t = 0 aus der Ruhelage heraus abwirt zu
rutschen. Unter Beriicksichtigung von Reibung zwischen der Masse und der schiefen Ebene
sind zu ermitteln:

a) Nach welcher Zeit t* hat die Masse auf der
schiefen Ebene die Strecke s* = 3 m zuriickgelegt?
b) Welche Geschwindigkeit v¥* hat m zu diesem Zeitpunkt?

Geg.: m=10kg ("
a=30°
n=0.2
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3.3. Inteoration des dvnamischen Grundgesetzes

Abhingig von der Aufgabenstellung kann es zweckmiBig sein. das Prinzip von
d'ALEMBERT zu nutzen und iiber das Aufschreiben des Kraftgleichgewichts mit
anschlieBender Integration zu den Bewegungsgleichungen zu kommen oder aber einen der

nachfolgend behandelten Integrationswege zu gehen.

3.3.1 Der Impulssatz

Aus dem dynamischen Grundgesetz

d(mv)

bzw. Fdt= d(mv)
drt

F=
erhilt man durch beidseitige bestimmte Integration den Impulssatz:

j']?(r) dt =(m¥), —(m¥),

Er eignet sich besonders fiir Aufgaben. bei denen nach einer Geschwindigkeit bei bekannter
Kraftwirkung tiber die Zeit gefragt wird.

Aufgabe 3-3

Durch Einwirkung einer konstanten Bremskraft F = 2 kN iiber At = 3 s wird ein Fahrzeug mit
der Masse m = 1000 kg. das sich mit v =100 km/h bewegte. abgebremst. Wie groB ist danach
seine Geschwindigkeit vg ?

Fiir den einzelnen Massenpunkt hat der Impulssatz nur untergeordnete Bedeutung. er gilt
jedoch auch fiir ein System von Massenpunkten.

Sonderfall Impulserhaltungssatz:
Wirkt keine duflere Kraft auf. den Massenpunkt. so bleibt der Impuls erhalten:

N
m v = konst.
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3.3.2 Arbeit, Energie, Leistung

Arbeirt st das Produkt aus dem Weg und der tangential zur Bahnrichtung wirkenden Kraft:

T e

FdF=TFS ds

(Fs 1st der Betrag der Komponente des Kraftvektors in Richtung der Bahntangente).

W ist eine skalare GroBe mit der Dimension Kraft " Linge. z. B.INm=1J

Aufgabe 3-4

Ein Waggon wird mit emner Kraft F = 10 kN, — Ir - ._:-

die unter einem Winkel a = 20° angreift. [ - S

tiber emne Strecke s = 40 m bewegt. P F

Welche Arbeit wurde geleistet? § -_I
e

Bei emner Drehbewegung mit stets tangential am Hebelarm R angreifender Kraft F gilt wegen

ds=Rdpund M=FR:
# L)
W= IFqu;?: jqua
o a

Arbeit kann immer nur von den an einem System angreifenden duberen Kriften geleistet
werden.

Weitere Gleichungen zur Ermittlung der Arbeit W:
Wpe=mgh
erderz I.VE C 53

WReibung = Fx 11 8

Energie 15t das Vermdgen. Arbeit zu leisten. So hat z. B. die Gewichtskraft das Vermogen
(das Potential). eine Arbeit (bezogen auf emn willkiirlich zu wihlendes Null-Potential)

W = mgh zu leisten. wenn sich die Masse m in der H6he h befindet: "Die Masse m hat in der
Hihe h iiber dem Nullpotential die potenticlle Energie Wy, = mgh. "
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In die Definition der Arbeit geht die Zeit nicht ein. Ein MaB. welche Arbeit pro Zeiteinheit
geleistet wurde. ist die Leistung

P=dW/dt
Fiir eine in Wegrichtung konstante Kraft F gilt somit
P=F'ds/dt=F v
bzw. bei einer Drehbewegung
P=Mo
Die Dimension der Leistung ist Arbeit/Zeit. z. B. : INm/s=1J/s =1 W.

(fiir die Arbeit werden hiufig auch die Leistungseinheiten verwendet. z. B. Ws oder kWh.)

3.3.3 Der Energiesatz

Die Integration des dynamischen Grundgesetzes

Fe d(mv)
dt

iiber den Weg liefert

Tz fdm?)
!Fdr:nj%df

woraus man mit dr/dt = v bet m = konst. erhilt:

Vq

Fdf=7}l_‘:\-'d{’

;

I — T

Wenn wieder mit Fs der Betrag der Kraftkomponente in Richtung der Bahntangente
bezeichnet wird. erhilt man damit bei Integration der rechten Seite:

£y

¢ m.. s L5
J‘FS dS =_1'7 __1l1
/ 7 * B

1

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht der Ausdruck fiir die Arbeit der duBeren Kraft. auf
der rechten Seite die Differenz der sogenannten kinetischen Energie am Ende bzw. Beginn
des Integrationsweges.

Die kinetische Energie Wiin =% m v? 1st das Arbeitsvermdgen der Punktmasse
m infolge ihrer Bewegung mit der Geschwindigkeit v.
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In der aufgeschriebenen mathematischen Formulierung heifit die Beziechung Arbeitssatz:

Die von der duBeren Kraft Fg langs des Weges s geleistete Arbeit ist gleich der Differenz der
kinetischen Energie zwischen End- und Anfangszustand der betrachteten Bewegung.

Fiir Potentialkrifte 1st die Integration
52
J. Fgds
5
vom Integrationsweg unabhingig (Beispiele fiir Potentialkrifte: Schwerkraft. Federkraft). Am
Beispiel der Schwerkraft soll die vereinfachte Behandlung von Potentialkriiften demonstriert
werden: Die vertikal gerichtete Kraft mg leistet bei beliebigem Weg nur jeweils in Richtung
der vertikalen Komponente des Weges Arbeit. so dass das Ergebnis der Integration nur von
der Hohendifferenz der beiden Endpunkte der Bewegung abhéngt. Der Arbeitssatz vereinfacht
sich damit. wenn nur die Schwerkraft als duBere Kraft wirkt:
mg (hj —hy)= %>m v;z — % m \’12
bzw.
A )
mgh; + Y2mv;” =mgh;+%mvy”
Mit der potentiellen Energie

Wpet=mgh

(mit der Hohe h. die sich auf ein beliebig festzulegendes Null-Potential bezieht) kann dann
unter Voraussetzung, dass nur Potentialkrifte wirken. der Energiesatz formuliert werden:

“'pot. 1+ Wgin,1= “"pot. 2+ Widp, 2 (*)

Die Summe aus potentieller und kinetischer Energie ist konstant.

Da Federkrifte auch Potentialkrifte sind. kann die potentielle Energie einer linearen Feder
Wit 5= %2 ¢ ¢

(s - Verldngerung oder Verkiirzung der Feder) den jeweiligen potentiellen Energien in der
Bezichung (*) zugeschlagen werden.

Wenn neben den Potentialkréiften noch andere Kriifte wirken. so muss die von ihnen
verrichtete Arbeit tiber das Arbeitsintegral in die Energiebilanz einbezogen werden, und man
verwendet den erweiterten Energiesatz:

Woot,1 + Wiin, 1 + Wan — Wap=Wpet, 2 + Wiin, 2
Darin ist Wa, bzw. Wy, die zwischen Zustand 1 und Zustand 2 durch die Nichtpotentialkrifte

verrichtete Arbeit. Diese 1st positiv (Wap ). wenn Energie zugefiihrt wird (Antriebskrifte).
negativ (Wap ). wenn Energie abgefiihrt wird (Abtriebskrifte. Reibung).
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Da in die Energicbetrachtungen im Wesentlichen Geschwindigkeiten und Wege eingehen. ist
bei Aufgaben. wo weder Zeiten gegeben noch gefragt sind. die Lésung mit Hilfe des
Energiesatzes im Allgemeinen anderen Lésungsverfahren vorzuziehen. Empfohlen werden
folgende Schritte zur Lésung von Aufgaben mit Hilfe des Energiesatzes:

a) Definition von zwei zu betrachtenden Zustande 1 und 2,

b) Festlegen der Nullpotentiallinie (horizontale Linie) als Bezugslinie fiir die
potentielle Energie der Lage (infolge Schwerkraft),

c) Aufstellen der Energiebilanz:

Summe aus kinetischer und potentieller Energie (Energie der Lage und
Federenergie) im Zustand 1

+
Zugefiihrte Energie (Antrieb) wihrend der Bewegung von 1 nach 2

Abgefiihrte Energie wihrend der Bewegung von 1 nach 2 (Abtrieb, Reibung)

Summe aus kinetischer und potentieller Energie (Energie der Lage und
Federenergie) im Zustand 2.

Aufgabe 3-5

Eine Winde zieht mit konstantem Moment M, eine Masse m eine schiefe Ebene hinauf.
Zwischen der Masse m und der schiefen Ebene ist Gleitreibung mit dem
Gleitreibungskoeffizienten g zu beriicksichtigen. Die Masse der Winde kann vernachléssigt
werden. Die Bewegung beginnt aus der Ruhe heraus,

Geg.: My,=4Nm

=

m=2kg
a=15°
s =1lm
R=0.1m
p=0.3

Wie groB ist die Geschwindigkeit v der Masse m. nachdem sie den Weg s zuriickgelegt
hat?
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4. KINETIK STARRER KORPER

Die Bewegung eines starren Korpers wird beschrieben (vgl. "Kinematik starrer Koérper" ) als
Translation eines Kérperpunktes und Rotation aller iibrigen Kérperpunkte um diesen Punkt.

4.1. Translation

Fiir die translatorische Bewegung (alle Punkte bewegen sich auf kongruenten Bahnen) kann
man sich die Masse des Korpers in einem beliebigen Punkt konzentriert denken und die
Gesetze fiir die Kinetik des Massenpunkts anwenden. Da fiir die Behandlung der allgemeinen
Bewegung (Translation mit iiberlagerter Rotation) vielfach der Schwerpunkt als Bezugspunkt
gewihlt werden muss. wird empfohlen. fiir die Translation allgemein den Schwerpunkt als
den Kérperpunkt anzusehen. in dem die Masse konzentriert ist. Dann rechnet man nach den
Verfahren der Kinetik des Massenpunkts mit:

m 5':5, d'ALEMBERTsche Kraft.
mvs~/2 kinetische (Translations-) Energie.
mvs Impuls.

Dabei 1st m die Gesamtmasse des Korpers. der Index S steht fiir "Schwerpunkt” .

4.2. Rotation um eine feste Achse

Die skizzierte Masse dreht sich um die feste Achse z. M, 1st das resultierende Moment aller
auferen Krifte.

Ein Massenelement dm im Abstand r
von der Drehachse z erfihrt dabei
eine Bahnbeschleunigung ro und eine

3 - 2
Normalbeschleunigung r@”. so dass
die Massenkrifte

dm r ¢ und dm r ¢°

anzutragen sind.

Die nach auBen gerichteten
Zentrifugalkrifte dm r cp2 heben

sich zum Teil auf. die verbleibenden
belasten die Drehachse.
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Auch die resultierende Kraft aus den Massenkriften dm r @ belastet die Drehachse. wihrend
thre Momentwirkungen mit dem dufleren Moment 1m Gleichgewicht sein miissen:

M, = jr%bdm =@ Ii‘zdlll
(m) (m)
Der Ausdruck
Ti= I 12dm
(m)

wird Massentrigheitsmoment der Masse m genannt,

7¢
1st das sogenannte d’"ALEMBERTsches Moment .

Die kinetische Energie einer sich um eine feste Achse drehenden Masse ergibt sich als
Summe der kinetischen Energien der Massenelemente dm. die sich mit der
Bahngeschwindigkeit r bewegen:

1 S50 1.5 2
Win rot = J ;(rq)fdm =4 jr dm
(m) = i (m)

Damit ergibt sich als kinetische Rotationsenergie:

)4

!
sz’n.rar == ;_J¢

4.3. Massentrigheitsmomente

Das Massentragheitsmoment der Masse m berechnet sich nach der Formel

— f 2dm
(m)

(Dimension z. B. : kg em”) und 1st ein MaB fiir die Drehtrigheit der Masse. Der sich nach
dieser Formel ergebende Wert bezieht sich immer auf eine ganz bestimmte Drehachse. so
dass zu jeder Angabe eines Massentrigheitsmoments die Angabe der Drehachse gehort.

Fiir Korper. die sich aus mehreren Teilmassen zusammensetzen, gilt:

Massentriagheitsmomente. die sich auf gleiche Drehachsen bezichen. diirfen addiert bzw.
subtrahiert werden.
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4.3.1 Massentrigheitsmomente einfacher Korper

Massentrigheitsmomente kénnen mut der Formel (Kap. 4.3) berechnet oder aus
Tabellenbiichern entnommen werden.

Einige Formeln zur Berechnung der Massentriigheitsmomente hiufig verwendeter Kérper
smd 1m Folgenden angegeben:

a) DUNNE KREISSCHEIBE mit dem Radius r und der Masse m, bezogen auf die durch den
Schwerpunkt der Scheibe gehenden Achsen x. y. z:

Js x Kreisschoibe = M I/
Js v Krstsscheibe = M 1%
-TS. 7, Kreisscheibe — 101 T

e

b) HOHLZYLINDER Js, Hoblviinder 11t der Gesamtmasse m. dem Innenradius 13 und dem
AuBenradius r, . bezogen auf die Zylinderachse

Is, Hohlzylinder = 111 (i +n)/2

¢) DUNNE RECHTECKSCHEIBE mit den Abmessungen b und h und der Masse m, bezogen

aut die durch den Schwerpunkt der Scheibe gehenden Achsen x. y. z:

'IShLRthﬂhth!ih! =mh*/ 12 z ¥
Js, v, Rechiechucheibe = M (b* + 1) / 12 s
J$, 2, Rechteckscheibe = m b* / 12 il x
= | 4. -+L -
i
2.

d) KUGEL mit dem Radius rund der Masse m, bezogen auf emne beliebige Achse durch den
Kugelnuttelpunkt:

Js, Knget = 0.4 m 1*
¢) DUNNWANDIGER STAB mit der Masse m und der Linge 1. bezogen auf die Drehachse
durch den Schwerpunkt, die senkrecht aus der Zeichenebene ragt.

Js=mP/12




4.3.2 Der Satz von STEINER

Analog zum STEINERschen Satz fiir Flachentrdgheitsmomente gibt es auch fiir die
Massentragheitsmomente eine Formel. mit der bei gegebenem Massentrigheitsmoment durch
eine Schwerpunktachse das Massentrigheitsmoment beziiglich einer dazu parallelen Achse
berechnet werden kann.

In der Skizze sollen die Achsen x und y durch
den Schwerpunkt des Koérpers gehen.
Gegeben sei das Massentragheitsmoment Jg
beziiglich einer Achse z senkrecht zux und y
und die Masse des Korpers m. gesucht 1st das
Massentrigheitsmoment Ty beziiglich einer zu
z parallelen Achse durch den Punkt A im
Abstand rg von S.

Aus der Skizze kann man die Bezichung

Fi=(&s+xf+Fty)y

ablesen.
Wenn man diesen Ausdruck in die Integralformel fiir das Trigheitsmoment
-2
J = VFdm
(m)
einsetzt, so ergibt sich unter Beachtung der Tatsache. dass die statischen Momente
J xdm bzw j-)'a’m
(m) (m)

die sich auf die Schwerpunktachsen beziehen. gleich Null sind. eine Formel. mit der J4 bei
bekanntem Jg berechnet werden kann.

Es 1st der STEINERsche Satz:
—
J, =Jg +mry

Bei der Anwendung dieser Formel ist zu beachten. dass A einen beliebigen Punkt und S den
Schwerpunkt des Kérpers bezeichnen. Die beiden durch diese Punkte gehenden Achsen.
auf die sich Jy bzw. Jg bezichen. miissen parallel sein. Thr Abstand ist rg . m ist die
Gesamtmasse des Korpers.
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Aufgabe 4-1

Berechnen Sie mit Hilfe des STEINERschen Satzes das Massentrigheitsmoment fiir den

diinnen Stab bei Rotation um den Randpunkt A. Die Drehachse steht wieder senkrecht zur
Zeichenebne (s. Bild S. 44).

Aufgabe 4-2

Die skizzierte diinne Kreisscheibe 1st am Rand
aufgehéngt.

Geg.: m.R

Ges.: Massentrigheitsmoment J
beziiglich eimner Achse. die
senkrecht zur Zeichenebene
gerichtet 1st und durch den
Punkt A geht.

Aufgabe 4-2.1

Die Schwungmasse aus Alu p.g = 2.7 kg/dm?® besteht aus einem Ring mit AuBendurchmesser
D = 80 mm. einer Zylinderbohrung mitd =20 mm und 4 gleichen quadratischen Lochem
der Abmessung: 15 mm * 15 mm * 15 mm.  (s. Skizze)

Bestimmen Sie:

a) Gesamtmasse der Schwungscheibe
b) Massentrdgheitsmoment J der Schwungscheibe
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