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Kapitel 5, Ubung 2: Aufgaben

Voraussetzung: Kapitel 5, Seiten 37-51

2
Hinweis: Es ist XZQ , j&:ﬂ .
dt dt’
5.5. Berechnen Sie die allg. Losung der folgenden linearen Differentialgleichungen erster
Ordnung.
a) x=-b5t e) Xx+5tx=-5t
b) x+5x=-5t f) X=cos4t
) x=5t"—5¢ g) x+2x=cos4t
d)  x+5x=5(—5¢ h) X+%x=cos4t , t>0 (Losung ist linglich!)

5.6. Die Differentialgleichungen sind die aus der vorherigen Aufgabe. Berechnen Sie die
spezielle Losung zu den gegebenen Randbedingungen.

a) Xx=-b5t mit
b) x+5x=-5t mit
) x=5t"-5t mit
d) x+5x=5t"-5t mit
e) Xx+5tx=-5t mit
f)  x=cos4t mit
g) Xx+2x=cos4t mit

h) x+%x:mos4t, t>0

x(0)=5

mit x(1)=5 (Taschenrechner)

5.7. Berechnen Sie die Lésungen folgender homogener Systeme von linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung .

a) UTutVv
v=4u—-2v

b) u=u+v
v=4u+v

S
o uzuty
v=—2u+3v

CI) u=—5u+3v
v=—15u+7v

e) u=3u—4v

V=u—v
X=X—y—1z

f) y=x+3y+z
z=—3x+y—z
X=Yy

g y=z
z=4x—4y+z
X=X

h)  y=2x+y-2z

V4

3x+2y+z
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Kapitel 5, Ubung 2: Losungen

5.5.  Berechnen Sie die allg. Losung der folgenden linearen Differentialgleichungen erster
Ordnung.
Notation fur Iineare DGL 1. Ordnung x+p(t)x=r(t) , x,teR
Allg. Losung  x(t)= (fe % dt+C) mit P(t)=f p(t)dt
a) Xx=-b5t
D.h., p=0 , r=—5t .Zunichst P(t fpdt 0 und deshalb
Pl \_ 0_4_ —P(1) _ 5 2
t)=e =1= . Damit e t)dt=| 1-(=5t)dt=—=t" .
e (t)=e e ami f f >

Allg. Losung;: x(t)=—§t2+C .

Hinweis: Das geht natiirlich auch viel einfacher: Direkt integrieren. Dies ist ein
Beispiel, dass der Formalismus auch in diesem Fall funktioniert.

b) x+5x=-5t
D.h., p= 5, r=—5t .Zunichst P(t)=[ pdi=[5dt=5¢ .Damit

fe (t)dt=[ € (~5t)di=—5 [ te™ dt
:_S{t.éeSt_J' 1‘%85tdt} :_S[t'éeSt_%eSI} =—t85t+%65t

Allg. Losung: x(t)=e —teSt+%eSt+C =—t+%+Ce_5t

) Xx=5t"-5t
D.h, p=0 , r=5t’-5t .Zunichst P(t fpdt 0 und deshalb
e’(t)=e’=1=¢""" . Damit [e""r(¢ dt—fl 5t —5t)dt—§ £-2¢
Allg. Losung: X(t):§t3 gt2+C . Hinweis: siehe a).

d) x+5x=5t"—5¢
D.h., p 5 , r=5t’-5t .Zunachst P() fpdt:der:St . Damit
fe (t)dt=[ e (5¢*~5t)dt=5 [ ('~t)e* dt

1 s

=5[(t —t)%es"— (2t—1)§e dt|=(t* —t)es‘—f(Zt—l)eS‘dt

=(t*~t)e™ ((Zt—l 1 > f21e5‘dt) (£°—t)e™ ((Zt 1); > 2%5"

Z(tz—t)eSt—l(2t—1)eSt+£e5[=t265t—zte5[+lem
5 25 5) 25
Allg. Losung: x(t)=e' tzes—éte +%e +C|= —%t+27—5+c -

e) Xx+5tx=-5t
D.h., p=5t , r=—5t .Zunichst P(t fpdt—_[Stdt——tz . Damit
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5,
[e™r dt—fe (=5t dt=—5fte2 dt
Substitution z=t* = Zi—Zt = —dz tdt . Damit folgt
>, 3, Sp
=—5fe2 _dZZ 2 dZ——EZe2 =—e?
2 25

5,

=—1+Ce ?

50
—e’ +C

Allg. Losung: x(t)=e

f)  Xx=cos4t
D.h., p=0 , r=cos4t .Zunichst P(t fpdt 0 und deshalb

e"=e’=1=¢""Y . Damit fe Ir(t)dt= fl cos4t)dt——sm4t .
4

Allg. Losung: x(t):%sin4t+C .

g) Xx+2x=cos4t
D.h., p=2 , r=cos4t .Zunichst P(t)=fpdt=f2dt=2t . Damit

J"eP(t)r(t)dt:J‘ e2t-(COS4t>dt part. Int.: u=cos4t , V’:eZt:>V:%32t

=L e cos 4t—_f %eh(—4)sin4tdt

2
_1 2t 2t . s y_ 2t _1 2t
—Ee cos4t+2fe sin4tdt part. Int.: u=sin4t , v'=e :>v—§e

:lehcos 4t+2 %emsinm—f %e2[4cos4tdt

Z%emcos4t+e2tsin4t—4f e’‘cos4tdt
Nochmal zusammengefasst in einer Gleichung:
fe2t~(cos4t)dt=%e21cos4t+e2tsin4t—4f e*cos4tdt

Das Integral auf der rechten Seite ist das der linken Seite!
Also die Integrale alle auf die linke Seite bringen:

=>5f ezt-(cos4t)dt:%ehcos4t+e2[sin4t

:>f eZI-(cos4t)dtziemcos4t+le2tsin4t
10 5
—2t

Allg. Lo : =
g. Losung: x(t)=e 10

h) x+%x:cos4t , t>0

D.h., pZ% , r=cos4t .Zunichst P(t):fpdt:f%dt:ZInt:mt2

ePV=e""=¢* und e_P(t)Z—g(t)Z%Z%Zt_Z . Damit
e e’ ot

3/15

ie c054t+1e sin4t+C 1—10c054t+ésin4t+Ce2[
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fe dt—ft cos4tdt part.Int.. u=t" , v’=cos4t:v=%sin4t

:t%sinm—f 2tZsin4tdt

:t2351n4t—lftsin4tdt part.Int.: u=t , v'=sin4t=>v=—%cos4t

4

—*Lginar—L —tlcos4t—f1 —l)cos4tdt
4 2 4 4

:t2lsin4t+tlcos4t—lf cos4tdt
4 8 8

:t2lsin 4t+tlcos4t—llsin4t
4 8 84

x(t)z

Allg. Losung;: )
=—sindt+—cos4t— 5 Si >
4 8t 32t t

1] -1 . 1 1 .
=l t°= +t— - +
S|t 4sm4t t8cos4t 32sm4t C

5.6.  Die Differentialgleichungen sind die aus der vorherigen Aufgabe. Berechnen Sie die

spezielle Losung zu den gegebenen Randbedingungen.
a) x=-5t mit  x(0)=5

x(t)Z—%t2+C = 5=x(0)=C = x(t)z—%t2+5

by x+5x=-5¢ mit  x(0)=5

x(t):—t+l+Ce75t = 5=x(0)= 0+14+C = c=22 o x(t)=—t+=+=2
5 5 5 5

¢) Xx=5t-5t¢ mit x(0)=5
x(t)_§t3_§t2+c = 5=x(0)=C :>X(t):§t3—§t2+5
3 2 3 D)

d) x+5x=5t"-5t mit x(0)=5

X(t)=t2—zt+l+ce‘5‘ = 5:x(0)=l+c - ng
5 25 25 T
= (t) t—Zt _+£e—5t
5 25 25
e) Xx+5tx=—5¢t mit  x(0)=5

5.

x(t):—1+ce‘zf = 5=x(0)=—1+C = C=6 = x(t)=—1+6¢ 2

f)  Xx=cos4t mit  x(0)=5
x(t):%sin4t+C = 5=x(0)=C = x(t):%sin4t+5

g) Xx+2x=cos4t mit  x(0)=5
49

x(t)=—= cos4t+Lsin4t+Ce? = 5=x(0)=—=+0+C = C=2
10 5 10

10

= X(I)Z%COS4I+%51H4I+%eZt

4/15
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h) X+%x=cos4t , t>0 mit x(1)=5 (Taschenrechner)

x(t)zlsin4t+Lcos4t— 1 sin4t+£
4 8t 32¢% £

= 5:x(l):%sin(4)+%cos(4)—3—1zsin(4)+CN—0.247255998456561+C
= C~5.247255998456561

= x(t)mlsin4t+icos4t— sin4 ¢ +2:247255998456561
4 8t 32¢° t?
5.7. Berechnen Sie die Losungen folgender homogener Systeme von linearen

Differentialgleichungen erster Ordnung .
a)

u=u+v uj—(1 1“:A:1 1

v=4u—2v vl \4 —2/\v 4 -2

Eigenwerte von A :
0=|A—\l|= 1;7‘ _Z_i:(1—x)(—z—x)—4:—2+2x—x+x2—4

=1 +h—6=(A—2)(A+3) = A=2 V A=-3

— 2t —
Also zwei reelle EW. Deshalb Ansatz U—Aez +Be
— t -3t
v=Ce +De

3t

Einsetzen:
2Ae*—3Be *=Ae’+Be +Ce’+De
2Ce'—3De '=4(Ae*+Be *)—2(Ce*+De™")
Koeffizientenvergleich:

1.Glg., e*': 2A =A+C A =C
1.Glg.,, e™*: —3B =B+D _, —4B =D
2.Glg., e*': 2C =4A-2C C =A
2.Glg.,,e”: —-3D =4B-2D D =-4B

allg. Losung mit zwei freien Konstanten:
u=Ae*+Be”
v=Ae*—4Be ™

b)
U=u+v a) (1 1)(u 2A:(1 1)
v=4u+v vl (4 1)\v 4 1
Eigenwerte von A :
0=|A—nl= 17 1‘:(1—x)2—4:1—2x+x2—4
4  1-A

=1*=2nr—3=(A+1)(A=3) = A=—1 VvV A=3
: =Ae ‘+Be’
Also zwei reelle EW. Deshalb Ansatz: Y L .y
v=Ce +De
Einsetzen:
—Ae '+3Be”'=Ae ‘+Be’'+Ce '+De’
—Ce '+3De'=4(Ae '+Be™)+Ce '+De”
Koeffizientenvergleich:
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1.Glg.,e": —-A =A+C —2A =C
1.Glg., e*: 3B =B+D N 2B =D
2.Glg.,e': —C =4A+C C =-2A
2.Glg., e’: 3D =4B+D D =2B

— 3
u=Ae '+Be’"

allg. Losung mit zwei freien Konstanten: - .
v=—2Ae +2Be

u=u+v zllu:Azll

v=—2u+3v v -2 v -2 3

Eigenwerte von A :

0=|A—M|=1__27‘ 3_i:(1—x)(3—x)+2:2—x—3x+x2+2:x2—4x+5

= MN—dr+d4=—1 > (A-2)P=—1 = A-2=+\—1=+] = A=2+1i
Also zwei komplex-konjugierte EW. Deshalb Ansatz:
u=e”'(Acos(1t)+Bsin(1t))=e*(Acost+Bsint)
v=e"'(Ccos(1t)+Dsin(1t))=e"'(Ccost+Dsint)
Es ist:
UZ%(eZI(Acost+Bsint)):2eZI(Acost+Bsint)+e2t(—Asint+Bcost)
=(2A+B)e* cost+(—A+2B)e’ sint
Ebenso v=(2C+D)e* cost+(—C+2D)e*sint
Einsetzen:
(2A+B)e* cost+(—A+2B)e’*'sint=e*(Acost+Bsint )+e’'(Ccost+Dsint)

(2C+D)e* cost+(—C+2D)e* sint=—2(e*(Acost+Bsint))+3 (e’ (Ccost+Dsint))

. (2A+B)e* cost+(—A+2B)e’ sint=(A+C)e* cost+(B+D)e’ sint
(2C+D)e* cost+(—C+2D)e* sint=(—2A+3C)e* cost+(—2 B+3 D)e’'sint
Koeffizientenvergleich:

1.Glg., e*'cost: 2A+B =A+C
1.Glg., e*'sint: —A+2B =B+D
2.Glg., e*cost: 2C+D =-2A+3C
2.Glg., e*'sint:  —C+2D =-2B+3D
Sortieren:
A +B -C =0 (1)
_, —A +B -D =0 (2)
2A —C +D =0 (3)
+2B —-C —-D =0 (4)
(1)+(2) und (3)+2*(2) und (4)-(2):
+2B —-C —-D =0 (17)
—A +B -D =0 (2)
- +2B -C -D =0 (3%
A +B -C =0 (47)

Gleichungen (17) und (3") sind redundant, da identisch zu (4).
(2)= D=B-A
(4")> C=A+B
2t .
allg. Lésung mit zwei freien Konstanten: 4=¢ (Acost+Bsint)
V=

e’ ((A+B)cost+(B—A)sint)
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d)

U=—5u+3v i\ [ =5 3|(u] o A -5 3

v=—15u+7v _ \v] =15 7/lv ~15 7

Eigenwerte von A :

o:|A—M|:‘_51‘57‘ 7_%‘:(—5—x)(7—x)+45:—35—7x+5x+x2+45:x2—2x+10

= M=2h+1=—9 = (A—1)P=—9 = A-1=+{-9=+3i = A=1+3i

Also zwei komplex-konjugierte EW. Deshalb Ansatz:
u=e'‘(Acos(3t)+Bsin(3t))=e'(Acos3t+Bsin3t)
v=e'(Ccos(3t)+Dsin(3t))=e'(Ccos3t+Dsin3t)

Es ist:
UZ%(et(AC053t+Bsin3t))ze[(Ac053t+Bsin3t)+e[(—3Asin3t+3BC053t)
=(A+3B)e'cos3t+(—3A+B)e'sin3t

Ebenso v=(C+3D)e'cos3t+(—3C+D)e'sin3t

Einsetzen:
(A+3B)e'cos3t+(—3 A+B)e'sin3t=—5|e(Acos3t+Bsin3t)|+3|e'(Ccos3t+Dsin3t)|

(C+3D)e'cos3t+(—3C+D)e'sin3t=—15|e'(Acos3t+Bsin3t)|+7e'(Ccos3t+Dsin3t))

_ (A+3B)e'cos3t+(—3A+B)e'sin3t=(—5A+3C)e'cos3t+(—5B+3D)e'sin3t

(C+3D)e'cos3t+(—3C+D)e'sin3t=(—15A+7C)e'cos3t+(—15B+7D)e'sin3t
Koeffizientenvergleich:
= Koeffizientenvergleich:

1.Glg., e'cos3t: A+3B =-5A+3C
1.Glg., e'sin3t: —-3A+B =-5B+3D
2.Glg., e'cos3t: C+3D =-15A+7C
2.Glg., e'sin3t:  —3C+D =-15B+7D

b.w.
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Sortieren:

6A +3B -3C =0 |:3
-3A +6B -3D =0 |:3
15A -6C +3D =0 |:3
15B -3C —-6D =0 |:3

2A +B -C =0 (1)

_, —A +2B -D = (2)

5A —-2C +D =0 (3)

5B —-C -2D =0 (4)

(2)+(3) und (4)+2*(3) und anschliel3end (3)-2*(1):

2A  +B —C =0 (1)
4A +2B -2C =0 (27)
A -2B +D =0 (3)
10A +5B -5C =0 (47)

Gleichungen (27) und (4") sind redundant, da identisch zu (1).

(1)> C=2A+B
(3")> D=2B-A
u=e'(Acos3t+Bsin3t)

allg. Losung mit zwei freien Konstanten:
v=e'((2A+B)cos3t+(2B— A)sin3t)

e)
u=3u—4v _ [a|_[3 —4|[u] o A=(3 —4
v=u—v vl {1 —1]\v 1 -1
Eigenwerte von A :
o=lA—nil=>T" TH=(3-)(-1-2)+4=—34A—3h+n"+4

=A=2A+1=(A—1) = A=1 ist doppelte reelle Nullstelle.
Also doppelter reeller EW. Deshalb Ansatz:

u=(A+Bt)e''=(A+Bt)e'

v=(C+Dt)e''=(C+Dt)e'

Die Ableitungen sind: QZ%((A+Bt)et)=e[(A+Bt)+et(B)=(A+B)et+Btet

und ebenso v=(C+D)e'+Dteé'

Einsetzen liefert:
(A+B)e'+Bte'=3((A+Bt)e'|-4((C+Dt)e'|
(C+D)e'+Dte'=(A+Bt)e'—|(C+Dt)e'|

. (A+B)e'+Bte'=(3A—4C)e'+(3B—4D)te'
(C+D)e'+Dte'=(A—C)e'+(B—D)te'
Koeffizientenvergleich:
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f)

1.Glg., e': A+B =3A-4C
1.Glg., te': B =3B-4D
2.Glg., e': C+D =A-C
2.Glg., te': D =B-D
—2A +B +4C =0 (1)
R —2B +4D =0 (2)
—A +2C +D = (3)
-B +2D = (4)
(1)+(4):
—2A +4C +2D = (17)
N —2B +4D =0 (2)
-A +2C +D =0 (3)
-B +2D =0 (4)

(1*) und (3) sowie (2) und (4) sind jeweils gleich. Es folgt

(3)> A=2C+D
(4)= B=2D

allg. Losung mit zwei freien Konstanten:

X=x—y—z X 1 -1
y=x+3y+z < |y|=| 1 3
z=—3x+y—z z -3 1
Eigenwerte von A :
1-» -1 -1
0=[A-All= 1 3-2 1
-3 1 —1-A

=(1-A)(3-1)(=1=A)+(=1)(1)(

1)(
—(=3)(3=2)(=1)=(1)(1)(1-2)=(=1-1)(1)(-1)
1

u=(2C+D+2Dt)e'

v=(C+Dt)e'
-1/ x 1
1 y = A= 1
—-1/\ z -3
3)+(=1)(1)(1)

=—(1-A)(3=A)(1+A)+3=1-3(3—A)—1+A—1—Mh

=—(1-2%)(3—=A)+2—9+3A-2
=—(3—=3A=A+1°)—9+3 1
=—1’+30°+4n—12

Eine Nullstelle durch Probieren. Z.B. A=-—2 . Damit Polynomdivision:
: (A+2)

(=4 +31° +4) —12)
—(=2% —24%)
51° +4 )
—(54*  +10A)
-61 —12
—(-64* —-12)
0

Damit geht’s weiter:

——A*+51-6

-1

3
1

-1
1
-1

9/15
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0=|A—All=..=—A’+32°+41-12=(A+2)(— A’ +51—6)=—(A+2) (A’ —51+6)
=—(A+2)(A-2)(1-3)
Die Nullstellen und damit die EW sind also A=—2 Vv A=2 Vv A=3 .
x=Ae “'+Be’'+Ce"
Damit folgt fiir den Ansatz: y—pe?'+Ee*'+Fe* -

z=Ge “+He*'+1¢%

Es ist
x:%(Ae_2t+BeZt+Ce3t):—2Ae_2t+2Be2t+3Ceat
y:%(De_2t+Ee2t+Fe3t):—2De_2t+2Ee2t+3Fe3t :
Z:%(Ge2t+H e +le’|=—2Ge *+2H e ' +31 ™

Dies und den Ansatz einsetzen in die originale DGL:
—2Ae *'+2Be*+3Ce* ' =Ae *+Be’'+Ce* ' —(De *'+Ee’ +Fe*)—(Ge *'+He ' +I¢’")
—2De *'+2Ee*'+3Fe*=Ae *'+Be*+Ce’'+3(De *+Ee*+Fe’ )+Ge “+He*+1e™

—2Ge *'+2He ' +31e ' =—3(Ae *'+Be*'+Ce’)+De “+Ee* ' +Fe’ ' —(Ge *'+He* ' +Ie’")
Koeffizientenvergleich:

1.Glg.,, e*': —-2A =A-D-G
1.Glg., e*": 2B =B-E-H
1.Glg., e*': 3C =C—-F-I
2.Glg., e®: —2D =A+3D+G
2.Glg., e*: 2E =B+3E+H
2.Glg., ™ 3F =C+3F+I
3.Glg., e*: —-2G =-3A+D-G
3.Glg., €' 2H =-3B+E-H
3.Glg., e*: 3] =—3C+F—1I

Erst mal einen Uberblick verschaffen:
—3A +D +G =0
B +FE +H =
2C +F +] =0
—-A —5D -G =0
= —B —E —H 0
—C +0F —1 0
3A —D -G =0
3B —FE +3H =0
3C —F +4] 0

Umsortieren:

—3A +D +G =0
—A —-5D -G =0
3A —-D -G =0

3B —E +3H =
—B —E —H =
B +E +H =
2C +F +] =0
—C +0F —I =0

3C —F +41 =0
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3 separate Gleichungssysteme:

-3A +D +G =0 (1)
—A -5D -G =0 (2)
| 3A -D -G =0 (redundant)
D+Q2) = —4A -4D =0 (17) _ D =-A
—-A -5D -G =0 (2 G =4A
3B —E +3H =0 (1)
-B —E —H =0 (redundant)
. B +E +H =0 (2)
2+(1) = 3B —E +3H =0 (1*) _ E =0
4B +4H =0 (27) H =-B
2C +F +I =0 (1)
—-C +0F -1 =0 (2)
3C —F +4I =0 (3)
1.
5C +51 =0 (redundant) P
M+B) = -C -1 =0 (2) = L ;_C
3C —F +4I =0 (3)
Damit folgt die allg. Losung mit den freien Konstanten A,B,C:
x(t) = Ae* +Be* +Ce”
y(t) = —Ae ™ —Cce™
z(t) = 4Ae?" —Be* —Ce
g
x=y x| [0 1 0|fx 0 10
y=z < |y/=|0 0 1|ly| = A=|0 0 1
z=4x—4y+z z 4 —4 1/\z 4 —4 1

Eigenwerte von A :

0o-xr 1 0
0 —\ 1
4 —4 1-\

=(=1)*(1=n)+4+0—0—(—4)(1)(=A)-0

=0 =W+ 4—Ah=—N+ N —40+4

0=|A—\l|=

Eine Nullstelle durch Probieren. Z.B. A=1 . Damit Polynomdivision:

(=A% A —4Xr +4) : (A—-1) =—A"—4
—(=A> +A%)
0 —4A +4
—(—41 +4)
0

Damit geht’s weiter
0=|A—All=..=—A°+ 22 =4 A+4=(A—1)(-A"—4)=—(A—-1)(A*+4)
=—(A-1)(A+2i)(A—2i)

denn die Nullstellen von  A*+4 sind +2i .

b
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Die Nullstellen und damit die EW sind also A=0-2i vV A=0+2i Vv A=1

Damit folgt fiir den Ansatz:
x=Ae' ' +Be’cos(2t)+Ce’sin(2t)=Ae'+Bcos2t+Csin 2t

y=De''+Ee’cos(2t)+Fe’sin(2t)=De'+Ecos2t+Fsin 2t -

z=Ge' ' +He cos(2t)+Ie’sin(2t)=G e'+H cos 2t +Isin 2t

Es ist
X:%(Aet+Bc052t+Csin2t):Aet—ZBsin2t+2Cc052t
yZ%(Det+Ecos2t+Fsin2t)=De[—2Esin2t+2Fc052t

z:%(ce#HcoszHIsmzt):Gef—szin2t+2Icoszt
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Dies und den Ansatz einsetzen in die originale DGL:
Ae'—2Bsin2t+2Ccos2t =De'+Ecos2t+Fsin2t
De'—2Esin2t+2F cos2t =Ge'+H cos2t+Isin2t
Ge'—2Hsin2t+21cos2t =4|Ae'+Bcos2t+Csin2t|

—4|De'+Ecos2t+Fsin2t|
+Ge'+H cos2t+Isin2t

Koeffizientenvergleich:

1.Glg., e': A =D (1)
1.Glg., cos2t: —2B =F (2)
1.Glg., sin2t: 2C =E (3)
2.Glg., e': D =G (4)
2.Glg., cos2t: —2E =I (5)
2.Glg., sin2t: 2F =H (6)
3.Glg., €' G =4A-4D+G (7)
3.Glg., cos2t: —2H =4C—4F+I (8)
3.Glg., sin2t: 21 =4B-4E+H (9)

Dieses Gleichungssystem l6sen wir durch ,Draufschauen®:

Aus (1) und (4) liest man ab: A=D=G und damit ist auch (7) erfullt.

Aus (2) folgt F=—2B und deshalb aus (6) H=—4B und aus (3) folgt E=2C
und deshalb aus (5) I=—4C . Und damit sind auch (8) und (9) erfiillt.

Damit folgt die allgemeine Losung mit den drei freien Konstanten A,B,C:
x(t)=Ae'+Bcos2t+Csin2t
y(t)=Ae'+2Ccos2t—2Bsin2t
z(t)=Ae'—4Bcos2t—4Csin2t

h)
X=X X 1 0 0}x 10 O
y=2x+y-2z @ |y|=[2 1 =2|ly| = A=|2 1 -2
z=3x+2y+z Z 3 2 1/\z 3 2 1

Eigenwerte von A :

1-A 0 0
2 1-A =2
3 2 1-h

= 1-30+30° =M +4—4h = =W +3M —7h+5

0=|A—\l|= = (1-A)+0+0—-0-2(-2)(1-1)-0

Eine Nullstelle durch Probieren. Z.B. A=1 . Dann mit Polynomdivision:

(=A% +3A° =74 +5) :(A-1) =—A*+24-5
—(=A%  +A%)
200 —7A
—(24*  —21)
—5A 45
—(=54 +5)



FRA-UAS: Mathematik 2/Vertiefung, SS 2023, U.H.Becker 14/15

Nullstellen von A°—2A+5
A =2A+5 =0 > A=2A+1 =—4 > (A-1) =—4
= A—1 =+{—4=+2i = A =1+2i

Damit geht’s weiter
0=|A—All=..=—A°+3A° =7 A+5=(A—1)(=A*+2A1—5)=—(A—1)(A°=2 A +5)
=—(A=1)(A+1+2i)(A+1-2i)

Die Eigenwerte der Matrix A sind also die Nullstellen
=1V A,=142i V A;=1-2i

Damit ergibt sich folgender Ansatz:
x=Ae''+Be' cos(2t)+Ce''sin(2t)=Ae'+e'(Bcos2t+Csin2t)
y=De"'+Ee' cos(2t)+Fe''sin(2t)=De'+e'( Ecos2t+Fsin2t)
z=Ge' '+He' cos(2t)+Ie''sin(2t)=Ge'+e' (H cos2t+Isin2t)

Es ist

X :Z—t(Aet+et(Bc052t+Csin2t))

=Ae'+e'(Bcos2t+Csin2t)+e'(—2Bsin 2t+2 C cos 2t )
=Ae'+e'((B+2C)cos2t+(C—2B)sin2t)

y =Z—t(Det+et(Ec052t+Fsin2t))

=De'+e'(Ecos2t+Fsin2t)+e' (=2 Esin2t+2 Fcos2t)
=De'+e'((E+2F)cos2t+(F—2E)sin2t)

z :fjl_t(G e'+e'(H cos2t+Isin2t)|

=Ge'+e'(Hcos2t+Isin2t)+e' (—2 Hsin2t+21 cos2t)
=Ge'+e' ((H+2I)cos2t+(I—2H)sin2t)
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Dies und den Ansatz in die Original-DGL einsetzen:
Ae'+e'((B+2C)cos2t+(C—2B)sin2t)
=Ae'+e'(Bcos2t+Csin2t)

De'+e'((E+2F )cos2t+(F—2E)sin2t)
=2(Ae'+e'(Bcos2t+Csin2t))

+De'+e'(Ecos2t+Fsin2t)—2(Ge'+e'(H cos2t+Isin2t))

Ge'+e'((H+21I)cos2t+(I—2H)sin2t)
=3(Ae'+e'(Bcos2t+Csin2t))

+2(De'+e'(Ecos2t+Fsin2t))+Ge'+e'(H cos2t+Isin2t)

Koeffizientenvergleich:

1.Glg., e': A
1.Glg., e'cos2t: B+2C
1.Glg., e'sin2t: C—-2B
2.Glg., e': D
2.Glg., e'cos2t: E+2F
2.Glg., e'sin2t: F-2E
3.Glg., €' G
3.Glg., e'cos2t: H+21
3.Glg., e'sin2t: I-2H
Aufraumen:

(1)= A =A

(2)= C =0

(3)= B =0

(4)= 0 =2A-2G
(5)=> 2F =-2H
(6)= —2E =-2I
(7)= 0 =3A+2D
(8)= 21 =2E

(9)=> —-2H =2F

Damit folgt die allgemeine Losung mit den drei freien Konstanten G,H,l:

x(t)=Ge'

=

=

=A
=B
=C

=2A+D-2G
=2B+E—-2H
=2C+F-21]
=3A+2D+G
=3B+2E+H

=3C+2F+I]

M O =T

y(t)Z—%Ge‘+e‘(Ic052t—H sin2t)

z(t)=Ge'+e'(Hcos2t+Isin2t)

1
2

w

4

ul

6

~

8
9

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
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