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Kapitel 5, Ubung 1: Aufgaben

Voraussetzung: Kapitel 5, Seiten 1-36

2
Hinweis: Es ist 5(:@ , )‘32% .
t

dt

5.1. Berechnen Sie die allg. Losung der folgenden Differentialgleichungen. Wie viele freie
Konstanten sind erforderlich? ( t,x(t)€R )

a) x=-5t d) x=e* g) Xx=cos4t
b) x=5t’-5¢t e) x=e" h) %=cos4t
C) k=5t-5t f) x=4x (vgl. Vorlesungsunterlagen)

5.2. Die Differentialgleichungen sind die aus der vorherigen Aufgabe. Berechnen Sie die
spezielle Losung zu den gegebenen Randbedingungen.

a) x=-5¢ mit  x(0)=5
b) x=5t"-5¢ mit  x(0)=5
C) k=5t'-5t mit x(0)=5 und x(0)=5
d) x=e* mit  x(0)=5
e) k=e" mit x(0)=5 und x(0)=5
f)  x=4x mit x(0)=5
g) x=cos4t mit  x(0)=5
h) %=cos4t mit x(0)=5 und x(0)=5
5.3.  Berechnen Sie die Losungen folgender separabler Differentialgleichungen erster Ordnung
durch Trennung der Variablen.
a) x=5xt , x>0 d) x=e"
b) x=6xt", x>0 e) x=K(5—-x) , K=konst.
._sint P+l
c) x=——, x>0 f) x= , x>—2
X xX+2

5.4. Sind die folgenden Differentialgleichungen exakt? Falls ja, berechnen Sie
dementsprechend jeweils die allgemeine Losung.

a) (x+t)x+x—t=0 d) (x—t)x—x+t—1=0
b) (x+t)x—x+t=0 e) (2—xt’)x—x*t=0
c) (2x+t)x+x+2t=0 f) 2(x+Vt)k++1=0

0
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Kapitel 5, Ubung 1: Losungen

5.1.

5.2.

Berechnen Sie die allg. Losung der folgenden Differentialgleichungen. Wie viele freie
Konstanten sind erforderlich? ( t,x(t)€R )

a) x=-5t isterster Ordnung: eine Konstante

explizit integrieren:  x(t) =—%t2+C

b) %=5t"-5¢ ist erster Ordnung: eine Konstante
explizit integrieren: x(t)zgtg'—% t*+C

C) k=5t’-5t ist zweiter Ordnung: zwei Konstanten

>‘<(t):5t3—§t2+c1

explizit integrieren: g 1 2 -
==='" -2 =+C,t+

x(t) VLY C,t+C,

d) x=e* ist erster Ordnung: eine Konstante
explizit integrieren: x(t):%e4[+C

e) x=e'" st zweiter Ordnung: zwei Konstanten
)'((t)zle‘“+C1
. . 4
explizit integrieren: 1

f)  x=4x ist erster Ordnung: eine Konstante
vgl. Vorlesungsunterlagen: x(t)=Ce*
g) x=cos4t isterster Ordnung: eine Konstante

explizit integrieren: x(t)Z%sin(4t)+C
h) X=cos4t ist zweiter Ordnung: zwei Konstanten

X(t):%sin(4t)+Cl
explizit integrieren: 1
x(t)Z—?cos(4t)+Clt+C2

Die Differentialgleichungen sind die aus der vorherigen Aufgabe. Berechnen Sie die
spezielle Losung zu den gegebenen Randbedingungen.
a) x=-5t mit  x(0)=5

5=x(0)=0+C = x(t)z—gt2+5

b) x=5t’-5¢ mit x(0)=5
5=x(0)=0+0+C = x(t)zgts—gt2+5

C) x=5t'-5t mit x(0)=5 und x(0)=5
5=x(0)=0+0+0+C, - X(t)_51 4 513

=——t ——- -t +5t+5
5=%(0)=0+0+C, 34 23

d) x=e" mit x(0)=5
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5.3.

5:X(O):l1+C:>C:£ = X(t):le4t+£
4 4 4 4
e) x=e" mit x(0)=5 und x(0)=5
1 79
5=x(0)=—1+C,=>C,=-=
16 8= ()=t e
5=x(0)=71+C,=c,= 4
f) x=4x mit  x(0)=5

5=x(0)=C1 = x(t)=5¢"

g) x=cos4t mit  x(0)=5
5=x(0)=0+C = x(t)Z%sin(4t)+5

h) X=cos4t mit x(0)=5 und x(0)=5
(0= L. _81
=x(0)=—1g1+C, = C=ge X(t)=—%COS(4t)+5t+%
5=%(0)=0+C, 4

Berechnen Sie die Losungen folgender separabler Differentialgleichungen erster Ordnung
durch Trennung der Variablen.
a) x=5xt , x>0

5

2¢£2+C 5p 2¢?
> K5 f@:IStdt = lnx=%t2+C = x(t)=e? =e? e“=De
X X

mit D=e"

b) x=6xt’, x>0

> K_6ldr - fd—X:fGtzdt = Inx=26+C = x(t)=e* *°=De*
X X

mit D=e"
. sint
c) x=——, x>0
X

= xdx=sintdt = fxdx:fsintdt = %xzz—cosHC = x(t)=+/2C—2cost

Probe: =1 2sint _sint

2 (+/2C—2cost) X

d) x=e"'=e'¢
= e'dx=e'dt > [e*dx=[e'dt = —e*=e'+C > e *=D-¢' mit D=—C

— —x=In(D—e¢') =x(t)=—In(D—e")=In| —

, damit: x= 1 {—(=¢')|=e"e

Probe: Esist e*= - -
D—e D—e

e) x=K(5-x)° , K=konst.
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dx dx 1 1
=Kdt =| Kdt ——=Kt+C S—Xx=
R ATl it i S Te
e 1
= x(t)=5 Ki+C
2
Probe: Esiist 5—x= = (5-x)'= 1 . Damit:
Kt+C Kt+C
. 1 2
x=0—(—1)———=K=K(5—x
( )(Kt+C)2 (5=x)
2
H x=L e
x+2

= (x+2)dx=(t’+1)dt = %x2+2x:%t3+t+c = x2+4x:§t3+2t+2c

f
= (x+2)2:§t3+2t+4+2C =>x+2:i\/§t3+2t+4+2C ﬂx(t):—ZiV%t3+2t+4+2C

1 26%+2 P+l

22, X+2
Vgt +2t+4+2C

5.4. Sind die folgenden Differentialgleichungen exakt? Falls ja, berechnen Sie
dementsprechend jeweils die allgemeine Losung.

op_aq

ot ox

Notation: p(x,t)x+q(x,t)=0 ist exakt, falls . Dann existiert h mit

h(x,t)=C

a) (x+t)x+x—t=0

Esist p=x+t und g=x—t .Damit 6_p:1:6_q , also DGL exakt.

ot 0x
1 1
hlzfpdx:§x2+xt+c1(t) ) C1(t>:_§t2
1 . Wéhle )
h,=] th:xt—5t2+c2(x) Cz(X>:§X2
Dann folgt h(x,t)Z%xz—%t%xt:C .

Auflésen nach x:
XH2xt=2C+t" = (x+t)]=2C+2t° = x+t=+\2C+2t" = x(t)=—t+{2C+2¢
Probe: x=—1+1 L _ge=—1+ 2L
2{2C+2t V2C+2t
2t
\2c+2¢

. Damit:

-1+

(x+t)x=+1{2C+2¢ =5 2C+26%+2¢=(F\ 2C+26+t)+t=—x+t

b) (x+t)x—x+t=0
. _ _ .. Op_ _0q L .
Esist p=x+t und g=—x+t .Damit E_l;é_l_@_ . Also ist die DGL nicht
X

exakt. Hier gibt’s nichts weiter zu tun.

c) (2x+t)x+x+2t=0
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Esist p=2x+t und qg=x+2t .Damit %—I;=1=g—q , also DGL exakt.
X
— .2
h=[ pdx=x*+xt+c,(t) Wahle Cl(t):t22
h2=fth=xt+t2+cz(x) c,(x)=x
Dann folgt h(x,t)=x’+xt+t’=C
Auflosen nach x:
2 2
S e2xtilb=c-3¢ 5 (x+l)=c-3¢ > x+£—+'C—E ?
27 4 4 2 4 2717 4
t . |~ 3.
=+ C——
= x(t) Z_N‘C 2t
Probe
—§2t
=lel 4
\‘ 3,
c—2
VC 4t
Dx+t=42| C—S ¢
[
(2x+t) k=7 PR TR PR PR T A S
S i R

d) (x—t)x—x+t—1=0
Esist p=x—t und g=—x+t—1 .Damit ap:—lzﬂ , also DGL exakt.

ot 0 x
1 1
hlzj‘pdxzzxz—chl(t) ) cl(t)zztz—t
. . Wihle )
h,=] th:—xt+5t2—t+c2(x) c2(><):§x2

Dann folgt h(x, t)Z%x2+xt+%t2—t=C

Auflosen nach x:
= X'=2xt+t°—=2t=2C = X' —2xt+t’=2C+2t = (x—t)'=2C+2t
= x—t=+y2C+2t =x(t)=t+{2C+2t

Probe:

2V2C+2t
+ 2C+2t
x:+v 2C+2t+1=x—t+1

X—t=
(x—t)
e) (2—xt’)x—x’t=0

Esist p=2—xt° und g=—x’t .Damit %:—2xt=% , also DGL exakt.
X

1
h1=fpdx:2x—§x2t2+c1(t) c,(1)=0

. Wahle .
c,(x)=2x

L e, (x)

h2:f gdt= >

Dann folgt h(x,t)ZZX—%xztzzc : b.w
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Auflosen nach x:

2 1_ 2C 2 4 2C 2.4 2cC
+ im0 o (B A 20 o geda 420
Probe:
wm_ap e lZ16C7HACET s —B 420
2 JA_EQ - a4 _2c
t4 t2 t4 t2
2 4 /14 2C -3 4, .44 2C 8 _C

2_4 Ji_2£+i_££:+i/i_%£+§_££
R L A S DA A A

f) 2(x+ﬁ)x+%+120

X

Esist p=2(x+Vt) und q:\/z+1 . Damit %Zﬁzg—z , also DGL exakt.
=t

hlzfpdx:x2+2X\/z+cl(t) Wihle c,(t)
h2:f th:2x¢?+t+cz(x) c,(x)=x°

Dann folgt h(x,t)=x>+2xVt+t=C .

Aufldsen nach x:
=>(x+Vt)’=C = x+J/t=+JC = x(t)=D—vt mit D==+C

'—_—1 = X+t _—1_ =— i+
Probe: X—2\/E 2( \/t)(Z\/t) (\/E 1)
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