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Hohere Analysis

» Hohere Differentialrechnung ist Teil der
hoheren Analysis. Hohere Analysis bedeutet nicht
,hohere Ableitungen®!

> Ableitungen beliebiger Ordnung hatten wir ja
schon.

» Hohere Analysis heilst zunachst einmal:
Hohere Dimensionen !

» M.a.W.: Jetzt bringen wir Analysis und
Vektorrechnung zusammen!

» Zunachst Differentialrechnung mit Vektoren.

» Spater mehrdimensionale Integrale.
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Hohere Analysis

» Z.B. HOhere Dimension des Definitionsbereiches.

» Bisher: X€R, d.h., 1 Dimension

> z.B. z = f(x) = x?

» Jetzt: x€R", d.h., n Dimensionen

> FUr's erste aber n=2.
> z.B. z = f(X,y) = X% + y?
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Hohere Analysis

» Z.B. HOhere Dimension des Wertebereiches:
» Bisher: f(x)&€R, d.h., 1 Dimension

> z.B. z="f(x)=x? Z(X)=X?

N e

» Jetzt: f(x)€ER™, d.h., m Dimensionen

[> Z.B. m=2: L R ).]( :

(1+t)cost
(1+¢t)sint

X
Y

f(t)=

> FUr's erste aber m=1.
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Hohere Analysis

Bahnkurve Bahnkurv

200 15 A0 4 0 ] 10 15 20

X(t)
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Grafische Darstellung

» D=R?, W=R = Darstellung mogl. im
» Typischerweise z=f(x,y)
> D.h., 3. Achse fur Funktionswerte

> Abweichung haben wir gerade schon gesehen.
» X=konstant

> Ebenen senkrecht zur x-Achse
> Yy und z sind variabel

» y=konstant

> Ebenen senkrecht zur y-Achse

> x und z ist variabel

X
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Hohenlinien 4 S
7 \

» z=konstant |

> Ebenen senkrecht
zur z-Achse
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Beispiele

» Schiefer Wurf

> ohne Luftwiderstand: Parabel. Flugbahn
> Wurfweite W hangt ab von v,
¢ Anfangsgeschwindigkeit v,

¢ Winkel a gegenuber der
Horizontalen

W(vo,oc):lvf,sin(Z(x)

g =

g: Erdbeschleunigung

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23 8/88



Beispiele

» |ldeales Gas

> Der Gasdruck p hangt ab vom
Volumen V und der Temperatur T N -
(fur 1 mol):
T
p (V , T): R — R: Gaskonstante
%4
Isothermen
O 2
1 2 3 4 S\/OIE 7 8 .
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Beispiele

» Fadenpendel

> Schwingungsdauer bei
maximalem Ausschlag O, ist: 9
Go |\ !
/2 Y
\/ f du
J1—sin (q)O/Z)sm u
¢ siehe Vorlesung uber Funktionenreihen ~_ T e

> Vergleiche mit Formel fur kleine Auslenkungen:

TZZJ'C\/I:G.ZEB\/I
g g
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Beispiele

» Fadenpendel (Fortsetzung)
> Mit A=sin(¢,/2) ergibt sich (Kap.2, p. 16)

mt/2 1

du
fo \/1—kzsin2u
_x 2+l7\2+i}\ }\ 1225}\ 3969 310,
4 2 32 128 8192 32768

> Zusammen

/2
T = (f 1 du
\1—sin’ (I)O/Z)sm u
) \f 25 6, 12255, 3969 , 1,
g 4

2+ L5 2e D 422 56,
2
T(1,¢,) wegen A=sin(¢,/2)

32 128 8192 32768
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» Fadenpendel (Fortsetzung)

Schwingungsdauer

Schwingungsdauer T

=0.7

=0.5

=0.3

1.4 1.6

12

phi0

0.4

0.2

vollstandige Formel

Approximation f. kleine Winkel
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Beispiele

» Elektrischer Widerstand zwischen
zwei koaxialen Leitern (Hohlzylinder)

ra

r;

1
2Kl

K Leitfahigkeit
| Lange des Hohlzylinders

r >r.

a 1

R In

» 4 Variablen !
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Umgebungen

» Sei a=(Xx,y)ER? Dann ist der Betrag von a gegeben
durch:

al=vx*+y’

» Der Abstand zweier Punkte a ,a,€R” ist damit

‘al_az‘:\/(X1_X2)2+(J’1_Y2>2

» Eine e-Umgebung von a€R? ist damit definiert
durch

U.(a)=|beR’: |b—al<e]
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Grenzwerte

» Beachte:

> 1D: lim __f(x) hat einfache Bedeutung.

> 2D: Fur a€R?, welche Bedeutung hatte
lim_, f(a)?

¢ Bedeutung vielleicht fur |a|— .
Ist aber Spezialfall und wieder 1D!

> 2D: Deshalb von Interesse fur a,b&R?:

im_ ., f(a)

a-b

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23

15/88



Grenzwerte und Stetigkeit

» Sei a,beR? Sei f(b)ER in einer Umgebung von b
definiert. Dann heilst g€R der Grenzwert von f an
der Stelle b, wenn gilt

lim_,, f(a) =g
unabhangig davon, auf welchem Weg sichaan b
annahert.
» Eine Funktion f:R?—=R heilst stetig an der Stelle
b&eR?, wenn mit acR? qilt

Iim_ . f(a) = f(b)

a-b
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Beispiele

» Sei a=(X,y)ER? Betrachte diese Funktionen.

fla)=f(x,y)=x"=y
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Beispiele

» Sei a=(X,y)ER? Betrachte diese Funktionen.

2oy
fla)=f(x,y)=x"=y" oF !
X
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Beispiele

» Sei a=(X,y)ER? Betrachte diese Funktionen.

2

fla)=f(x,y)="%
X +y

0#'0’“
“0’0’0‘0’0‘0‘4‘»%

AR
e
LS

AR

%
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Beispiele

» Sei a=(X,y)ER? Betrachte diese Funktionen.

2

2
X — }{E-yzh{zwz
fla=f(x,y)=5% LI
X ty
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Beispiele

» Step-Funktion in 2 Dimensionen
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Beispiele

» Step-Funktion in 2 Dimensionen

(o3 (e=0)) (sinly)-2 (=10
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Beispiele

» z=sin(X) * cos(y)

08|
06|
0.4
0.2

.y “ “\\
e \ iy \

Ih A \‘\“' \
Ei: ‘s\\‘

\\\\‘w#
B wf/:t SO
:E::::@;;:iiiiii.g_-____ ity \\
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Beispiele

» z=sin(x) * cos(y) (Fortsetzung)
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Partielle Ableitungen

» Partielle Ableitungen sind wieder der Limes eines
Differenzenquotienten.

» Es wird einzeln nach den Komponenten abgeleitet.

> d.h., die anderen Komponenten werden als
konstant betrachtet.

» z.B. mit a=(x,y)ER?
> partielle Ableitung nach x
0fla)_of(x,y)

ox  Ox =lim,,

> partielle Ableitung nach y
0fla)_0of(x,y)
Oy Oy
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h

f(x,y+h)—f(x,y)
h

=lim,,,



Partielle Ableitungen

» Beispiele
> p(V,T)=RT/V  (fir 1 mol; R: Gaskonstante)
> f(x,y)=x"y*+e*cos y+10x—2 y*+3
> f(x,y)=xy’(sinx+sin y)
> f(x,y)=V(xy* +x%y)
» Aufgaben

> f(x,y)=x"+x"=2x y+y +y*
y)=In(x+y’)—e*+3x

> f(x,
> f(x,y)=Vx'+y’
> f (

2 2 2 2 2
f(X),X,0,Xq,X,,Xc) \/x1+x2+x3+x4+x5
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Hohere partielle Ableitungen

» Ist eine partielle Ableitung selbst eine
differenzierbare Funktion, so kann man auch sie
wiederum ableiten.

» Betrachte wiederum f: R2-R.

f
of of
3 x 5}1 1.0rdnung
2.0rd
f o fof\.@f  efof|_&f & T
0X0X Ooy\0x| Oyox ox\0y| 0Ox0y 0yoy
3.0rdnung
asf 63f 63f 83f 83f 53f 63f @Bf

0x0x0x O0yo0x0x 0x0yox O0yoyox 0x0x0y O0yox0y 0x0yody 0Oyoyody

» Was ist mit der Reihenfolge der Ableitungen?
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Hohere partielle Ableitungen
Satz von Schwarz

» Bel einer gemischten partiellen Ableitung
k-ter Ordnung darf die Reihenfolge der einzelnen
Differentiationsschritte vertauscht werden, wenn
die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung stetig

sind.

» Beispiel f: R?>R. Unter obigen Voraussetzungen ist

52 f . 52 f D.h. nur 3 versch. Ableitungen
’f _ f _ 3f
Oyox0x OX0yox O0Xx0Xx0Yy D.h. nur 4 versch. Ableitungen
83 f 83 f a3 f statt 8.

0x0yoy 0ydx0y 0Oyoyox
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Hohere partielle Ableitungen

» Mit Ausnahme von Definitionslucken sind die
Ableitungen bei vielen Anwendungen im
Ingenieurbereich stetig. D.h., man darf die
Reihenfolge der Differentiationsschritte
vertauschen.

» Beispiele mit (x,y)ER?. Sei (x,y)#0.

> f(x,y)="2

X+Yy e
(Verifiziere den Satz von Schwarz.)

> f(x,y)=In(x"+ y)

» Haken: Wo ist der ,Fehler” in diesen Beispielen?
Hinweis: Das ist subtil.

jJoua1zIidwoy aydlaiagsuoiiuyad jydiu Jydial 0=(A‘X)
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Gradient

» Sei f: R"—»R. Dann heilst der Vektor der ersten
partiellen Ableitungen der Gradient von f.

grad fZ(SI ,,SI)

n

» Beispiel:

f: R2->R, f(x,y)=x* + y~.

grad f =

of of
O X
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Hesse-Matrix

» Sei f: R">R. Die Matrix der zweiten partiellen
Ableitungen heilst Hesse-Matrix.

» Beachte: Sind die 2. Ableitungen stetig, so ist die
Hesse-Matrix symmetrisch!

i
0 X,0 X,
Hess(f)=| :
i
0x,0Xx,
» Beispiel:
f: R2->R,

f(x,y)=x% + y=°.

U.H. Becker

o’ f
0Xx,0X,

o’ f
0Xx,0X,

Hess( f )=

FRA-UAS: Mathematik 2 SS23

0X0X
62]‘

0X0Yy
o’ f

0yox

Oyoy

12 0

0 2

31/88




Gradienten: Ableitungsregeln

» Da wir die partiellen Ableitungen analog den
,gewohnlichen” Ableitungen definiert haben,
Ubertragen sich die Regeln fur Ableitungen
sinngemall. Seien f,g: R" - R, ceR.

> Faktorregel grad(c-f)=c-grad f
> Summenregel  grad(f+g)=grad f+ grad g

> Produktregel grad(f-g)=g-grad f+ f-grad g

f|_g-grad f —f-grad g
2
g

> Quotientenregel grad
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Gradienten: Ableitungsregeln

» Aufgabe: Es seien

f.g: R2> R, f(x,y) = eX- eV
g(x,y) = x% + y?

Berechnen Sie:

> grad (c f) ceER, c=konst.

> grad (f + g)
> grad (f * g)
> grad (f/g)

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23
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Gradienten: Ableitungsregeln

» Was ist mit der Kettenregel?

» Was ist mit der Regel fur die Ableitung der
Umkehrfunktion?

... erfordern mehr Vorbereitung.
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Gradienten: Ableitungsregeln

» Kettenregel zuerst.

» Betrachte Verschachtelung f(g(x)) (auch ,f - g“)
» Bisher: Fur Funktionen f,g: R - R problemlos

» Nun: Sei f: R" > R™, g: Rk - Ra .

» Damit die Verschachtelung uberhaupt definiert ist,
muss g = n sein !

» Um Funktionen mit mehreren Variablen zu
verschachteln, muss man vektorwertige Funktionen
haben!

» Was sind die Ableitungen einer vektorwertigen
Funktion?
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Ableitung von vektorwertigen Funktionen

» Bisher: f: R" - R = Ableitung ist grad f

= _|of Of
f(x)=f(x,,....,x,)=grad f (x)= X ax
» Nun: f: R" - RM
0f, 0f,
fl(X15°'°)Xn) axl axn
f(x)= : =>grad f (x)=| :
fo(x,...,x) of. Of,
ox, " ox
m % n Matrix Jacobi Matrix
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Kettenregel

» Seien f: R" - R™, g: Rk - R" .

Fir fog: Rk - R™ berechnet sich

: : auBere Ableitung
dann die 1. Ableitung aus:

grad(fog)(x)=grad f (g(x)) -grad g(x)

0 f1 0 f1 agl 891 innere Ableitung
ox,  0x, ||0x,  0x,
of, o f.|l0g, 09,
ox,  O0x, ||0x, = 0x,

m X k Matrix
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Kettenregel: Beispiel

f: R2 - R?, Y1,¥,)=10y i+,
g: R2 —» R2 g(x,,x, X, COS ¢— Xx,SIin ¢ —
' X,sin ¢+ x,cos ¢
=fog:R°-> R!
f(ywuy2) f(g(x1,x2))

==
e
sl

gars

=

=

i

R
e

"
i
i

i
=
s

9y
e
et ety
Hosienc iy e
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Kettenregel: Beispiel

f: R2 » R?, f(yi,y,)=10yi+y,
g:R2 > R2,  gl(x,x,)=|X1C0807 %Sm0} —p)3
X,Sin ¢+ x,Cos ¢
= f o g:R? - R!
f(y1,y2) f(g(x1,x2))

Y1 . X1
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Kettenregel: Beispiel

f: R?2 > R?, f(y1,y,)=10yi+y;
_[X,Ccosp—x,sIn ¢ _
X,,X,)=|"1 2 =mt/3
g: R? - R?, 9(%1, %) X, sin ¢+ x,Cos ¢

=fog:R?2- R!
grad f (y,,y,)=

T

20 y,
3y,

cosp —sing

d ga=
grac g sin¢p Cos¢

grad( fog>(xl,x2):grad f(g(xl,xz))grad g
:(20(xlcosq)—xzsinq)) 3(X15m¢+x2cos¢)2)- CosS¢p —sin¢

sin¢p Cos¢
T

20(x,cos p—x,sin ¢ )cos p+3(x,sin ¢p+x,cos ) sin ¢

—20(x,cos—x,sin ¢)sin ¢p+3( x,sin ¢+ x, cos $)’ cos ¢
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Kettenregel: Beispiel

f: R2 - R, f(y1,y,)=10 yi+y;
_[X,Ccosp—x,sIn ¢ _
X, X,)=|"1 2 =m/3
g: R? - R?, 9(%1, %) X, sin ¢+ x,Cos ¢

=fo g:R?-> R!
Gegenprobe: Einsetzen und partielle Ableitungen bilden.

F(x,,x,)=f(g(x,,x,))=10(x,cosd—x,sin ¢ )*+(x,sin ¢p+x,cos )’

gf :20(X1C08<|)—xzsinq))cosq)+3(xlsinq)+x2cosq))zsinq)
1

OF
0 X,

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23 41/88
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Ableitung der Umkehrfunktion

» Sei f: R" - R™,
» Kann es fur nzm eine Umkehrfunktion geben?

> Nein!

> Beispiel: f(x,y) = x% + y? (also n=2, m=1)
Gleicher Funktionswert fur alle Paare (x,y), die
auf einer Hohenlinie liegen. Keine eindeutige
Umkehrung moglich!

» Wie verallgemeinert man den eindimensionalen
Fall? Erst einmal umschreiben:

L (X)) h! (x)=
g = W=
Urbild von x

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23 42/88
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Ableitung der Umkehrfunktion

» Seil f: R" - R,

» Sei b=f(a) fur a€R" . Sei die Umkehrfunktion f-1)
bei b definiert und differenzierbar. Dann ist

grad f~'(b)=(grad f (a))"

inverse Matrix!

» Beachte a = f-1)(b) ist Urbild zu b wie im
eindimensionalen Fall.

» ,Die Ableitung der Umkehrfunktion 1) an einer
Stelle b ist gleich dem Kehrwert der Ableitung der
ursprunglichen Funktion f am Urbild von b.”
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Richtungsableitung

» Bisher: Partielle Ableitungen entlang der
Koordinatenachsen.

» Aber im R" gibt es viele Richtungen!

» Sei bER" mit [b|=1. Sei x&€R" und heR.
Dann ist die Richtungsableitung definiert durch

0 f(x) f(x+hb)—f(x)
ob h

» Wert des Limes uber I'Hospital mit Ableitungen
nach h! Dann Nenner=1. Fur den Zahler folgt mit
der Kettenregel:

J o f(x+h-b)

Oh

=lim, ,,

=(grad f)b

aulere Abl. innere Abl.

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23 44/88



Gradienten und Hohenlinien

» Sei der Richtungsvektor b an einer Stelle x
tangential zu einer Hohenlinie. Da sich f entlang
der Hohenlinie nicht andert, ist diese
Richtungsableitung Null.

of _
0= . =(grad f )b

» D.h., der Gradient von f ist orthogonal zu b.
M.a.W., Gradienten stehen senkrecht auf
Hohenlinien.

> Und sie zeigen in die Richtung des starksten
Anstiegs der Funktionswerte.

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23
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Tangentialebene

» Sei f: R*>R. a,a,€R?*. Dann ist die Tangentialebene
an den Graphen von f im Punkt a, gegeben durch

gla)= f(ao)"'gmd f(%)'(a_ao) (1)

0 f(xo,YO)(X_X )+a f(XO’yO)

g(x,y)=1f(xy, o)+ -~ (y=yo) @

» Beachte:

> (1) gilt genauso auch fur a,a,€R" fur ein
beliebiges Koordinatensystem.

> (2) gilt so nur fur a=(x,y),a,=(x,,y,)€R?* mit
einem kartesischen Koordinatensystem.
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Tangentialebene

» Beispiel: f: R?-R, f(x,y)=x?

800

700 -]

600 .-

00~

400 —.

300

200 -

U.H. Becker
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Lokale Extrema

» Beispiel: f: R*-R, f(x,y)=x° + y° bei a, = (0, 0).

» Dann ist grad f(a,) = 0.
D.h., die Tangentialebene verlauft horizontal.

» Dies ist die neue notwendige Bedingung
fur ein lokales Extremum.

] 0
| o,
EO0—- - R R ‘ ' "*“*"' ............

s00—-- L ‘#‘ ¥ #*.“‘ ¥ """“""ﬁf'% ________ i ......
W SOOI OTRAMARD, i |

o0—- \\:\“:“‘ 'W ...........
OO e Ll W’ M 0
o @,ﬁ%‘ 17 |

00— : .
. - it T—
0 i
20 0 -20 -10 0 10 20
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Definitheit einer Matrix

» Aber die 2.Ableitung ist nun keine Zahl mehr,
sondern eine Matrix.

» Deshalb brauchen wir einige Hilfsmittel.

» Eine quadratische nxn-Matrix M heilst
> positiv definit, wenn X" M x > 0 furx € RM\{0}
> positiv semidefinit, wenn X' M x =0 furx & R"
> negativ definit, wenn X' M x < 0 furx € R"\{0}
> negativ semidefinit, wenn x' M x <=0 furx & R"

> /ndefinit, wenn es X,y €R" gibt mit
X"Mx>0undy" My <0
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Definitheit einer Matrix

» Wie kann man die Definitheit einer Matrix
bestimmen?

» Mit der Definition!

» Oder z.B. mit dem Kriterium von Hurwitz:

Eine quadratische nxn-Matrix ist genau dann
positiv definit, wenn fur alle k=1,..,n qilt

det| : . | >0

> Beachte: Man muss dies fur eine ganze
Sequenz von Unterdeterminanten machen!
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Definitheit einer Matrix

» Das vorherige Hurwitz-Kriterium sagt nur etwas aus
fur positiv definite Matrizen.

» Was ist mit den anderen?

» Dann wird’s nickelig.

» Definition x™ M x = 0 tatsachlich
am einfachsten zu merken!

» Aber: Fur 2x2-Matrizen (und nur die!) siehe Kasten
,Hinreichende Bedingungen fur einen relativen Extremwert”

in
Lothar Papula, Mathematik fur Ingenieure und
Naturwissenschaftler, Band 2, 13.Auflage,
Vieweg+Teubner, 2012, Abschnitt 2.5.3, p.249

FRA-UAS Bibliothek: https://hds.hebis.de/fuas/Record/HEB354359975
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Definitheit einer Matrix

» Exkurs: Matrizen - Determinanten - Eigenwerte

» Zur Erinnerung: Siehe Themen ,,Eigenwerte und
Eigenvektoren” und , orthogonale Matrizen“ im
Matrizen-Kapitel in Mathematik-1 vom Wintersemester.

» Beobachtung: Gegeben eine symmetrische Matrix.
Wenn man nun die Eigenwerte und Eigenvektoren
berechnet, zeigen diese Eigenvektoren in bestimmte
Richtungen im Raum im gegebenen Koordinatensystem.

» Wechselt man das Koordinatensystem so, dass die
neuen Achsen die Eigenvektoren sind, andert sich die
Darstellung der Matrix: Sie wird eine Diagonalmatrix
und die Werte auf der Diagonalen sind die Eigenwerte.

» Wichtig: Die Determinante andert sich dabel nicht!
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Definitheit einer Matrix

» \Wenn man also verstehen will, was die Determinante
Uber die Matrix aussagt, ist es hilfreich, sich die Matrix
in dieser Diagonalform der Eigenwerte anzuschauen!

» Das Kriterium fur Definitheit bleibt dasselbe:

xMx=0
z.B. fur R?
A 0 0}x,
XTMX:(X1X2X3) 0 4, 0flx, = A X+ A, Xa+ A X3
0 0 A,lix

3 3

» alle Eigenwerte positiv = Matrix positiv definit.
» alle Eigenwerte negativ = Matrix negativ definit.
» positive und negative Eigenwerte = Matrix indefinit.
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Definitheit einer Matrix

» Und was heilSt das nun fur die Determinante?

all ) alk }\‘1 oo O
det| : . i |=det| i .. L |TApkeckA
akl e o akk O e oo }\'k

» alle Eigenwerte positiv heilst: fur alle k=1,..,n gilt
xl*...*xk > ()

> Das ist das Kriterium von Hurwitz, das wir schon kennen.

» alle Eigenwerte negativ heilst: fur alle k=1,..,n gilt

: M.a.W.: Wechselnde Vorzeichen
7\.1*' oK )\‘k > () falls k gerade ist der Determinante. Vorzeichen
, der vollstandigen Determinante
7&1 ook 7\.,( < 0 falls k'ungerade ist 34t ab von der Dimension
des Vektorraumes. Nickelig!
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Definitheit einer Matrix

» Und was heilSt das nun fur die Determinante?

all ) alk }\‘1 oo O
det| : . i |=det| i .. L |TApkeckA
akl e o akk O e oo }\'k

» positive und negative Eigenwerte heildt:
Das Vorzeichen der Determinanten fur k=1,..,n
}\'1*. . .*kk

sagt ohne weiteres gar nichts mehr aus. Und ist damit vom
Fall einer negativ definiten Matrix gar nicht mehr einfach zu
unterscheiden! Dann muss man sich die Details sehr genau
anschauen. Nickelig!
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Definitheit einer Matrix

Fazit:

» Originaldefinition x™ M x = 0 funktioniert fur alles
und alles was man sonst noch braucht sind
binomische Formeln zum Umstellen.

» Kriterium von Hurwitz gut far positiv definite Matrizen.

» Kriterium mit Determinanten ansonsten noch gut
machbar fur 2x2-Matrizen (s. Papula, Referenz auf S.51).

Ende des Exkurses.
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Lokale Extrema

» Seif: USR" - R zweimal stetig differenzierbar und
sel fura€U grad f(a) = 0. Dann hat

> f bei a ein lokales Minimum,
falls Hess f(a) positiv definit ist.

> f bel a ein lokales Maximum,
falls Hess f(a) negativ definit ist.

> f bel a kein Extremum,
falls Hess f(a) indefinit ist.
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Lokale Extrema

» Beispiel

> fi R2-R, f(x,y)=x% + y2 beia, = (0, 0).

U.H. Becker
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Lokale Extrema

» Beispiel
> f: R%2-R, f(x,y)=1/(1+x? + y?) bei a, = (0, 0).

;i .rri'l'.ff;lf

EEEL
i
B

;‘:ﬁ!
iy
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Lokale Extrema

» Beispiel

> fi R2-R, f(x,y)=x? - y? bei a, = (0, 0).

e

20 . A
KA
A i o e
1 :,iz':ff::«;'zgg'ztt'o.‘b"o'é"o‘oﬁ:“

ey

kg g g
e,
LS

U.H. Becker

XA 0.0
S
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N
X0
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oo’oﬁ‘&’o‘o’:
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Lokale Extrema

» Beispiel:
> Welche Extremstelle(n) hat
f: R2-R, f(x,y)= 3xy -x3 -y37?
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Anwendungen hoherer Differentialrechnung

» Bahnkurven

> Bewegung eine Roboterarmes
¢ Komplikation: Gelenke
> Bewegung eines Federbeines

> ElektronenstrahlschweilSen
> Inhalation von Tropfchen oder Partikeln

> Fullen von Windeln mit
flussigkeitsabsorbierendem Material

> Krebstherapie mit Kohlenstoffionen
» Feldphanomene
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Kinematik

» Ortskurve: Wo befindet sich ein Objekt im Raum?
> ... zU welcher Zeit?
» Ortsvektor (x,Vy, z) € R3

> ... oder kurz x € R3

> ... als Funktion der Zeit
( x(t), y(t), z(t) )

Bahnkurve

» Beispiel
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Kinematik

» Anderung des Ortes in der Zeit: Geschwindigkeit

» v(t) = x(t) ... sowohlin R als auch R".
» In R:
x(t)=vyxt
A
x(t) v(t)=x"(t)=v,=konstant
v(t)
t
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Kinematik

» Erinnerung: f: R" - RM

Sgrad flx)=| i

fm(xl;”wxn) afm afm
/ ox, = 0x,

Jacobi Matrix

m X n Matrix
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Kinematik

» Nun im f: Rl - R2:

U.H. Becker

Bahnkurve

....................................................................

.................................................................................
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Kinematik

» Nun im f: Rl - R2:

(1+t)cost
(1+t)sint

20

Geschwindigkeit
0x(t)
t

(1)

t

D

y(t)

v(t)=grad f (t)=| |

<

-10

D

— COS(t)—(1+t)sin(t) 20

sin(t)+(1+t)cos(t)

-30

U.H. Becker

0

Geschwmdlgkeltsvektoren
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Kinematik: Geschwindigkeitsvektoren
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Kinematik: Geschwindigkeitsvektoren

A pee IEPMIEMEIES ILRELIEEE STCIIIR JETEERPNRREE T :
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- S S N T ... | numerisch

Mk ..... ....... < A ............ .
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- e i\ - Vektoren weisen Fehler
NI /1. ... A PR /3 Y S - am Anfang und Ende auf.

A\ = _ - Das kann man nur
1|:| ......... 4NN v/ .............. UberprUfen, wenn man

; SRS . = ~sich die analytische
Losung explizit berechnen

| L ______ . R
5 : r : 5 kann.

i ! i ! i
-30 -20 -10 0 10 20 Ja
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Kinematik

» Anderung der Geschwindigkeit in der Zeit:
Beschleunigung

» a(t) = v'(t) ... sowohlin R als auch R .
» [N R:
A —
o x(t)=v, *t
v(
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Kinematik

» Nun im f: Rl - R2:

_[x(t)|_[(1+t)cost
() y(t)] \(1+t)sint B
e [cosl=(1v0sin())
Sil‘l(t)+(1+t)COS(t) 10

Beschleunigungfav (t)

ot
avy(t)
ot

a(t)=grad v(t)=

|

U.H. Becker

—2sin(t)—(1+t)cos(t)
2cos(t)—(1+t)sin(t)

Lo
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Kinematik: Beschleunigungsvektoren

numerisch | . | . | _ : | : 5 | analytisch

| : g : : : : 20
15}

10 F
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Kinematik: Beschleunigungsvektoren

analytisch

numerisch

Numerisch berechnete
Vektoren weisen Fehler
am Anfang und Ende
auf.

Das kann man nur
uberprufen, wenn man
sich die analytische
Losung explizit
berechnen kann.
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Dynamik

d” x
dt’

» Newtonsches Kraftgesetz: F=ma=m

» Kraft auf elektrisch geladenes Partikel:

F=qE (x)+qvXB(x)

> g Ladung
> E(Xx) elektrisches Feld
> B(Xx) magnetisches Feld

» Typische Situation: E(x) = - grad ®(x)
> P(Xx) elektrisches Potential

U.H. Becker FRA-UAS: Mathematik 2 SS23
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Dynamik: Beispiel

(I)(X,y,z): Q

U.H. Becker
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Beispie

Dynami
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Nabla-Schreibweise

» Definiere , Ableitungsoperator” Nabla in
kartesischen Koordinaten in R3 :

0
0 X
ay
0
0z
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Nabla-Schreibweise

» Betrachte reellwertige Funktion f: R3 - R :

0 of

O X 0 X
| O |e_|Of |_— T
Vf—@y f—ﬂ—(gmdf)

0 o f

0z En

» Analog zu Multiplikation eines Vektors mit einem
Skalar (einer Zahl)
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Nabla-Schreibweise

» Betrachte vektorwertige Funktion f: R3 - R3:

of, 0f, 0fs_
ox 0y 012

div f

0
0 X
V-f= % (frrfar fs)=
0
Z

» Analog zum Skalarprodukt eines Vektors mit einem
Vektor
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Einschub: Dyadisches Produkt

» Seiena € R", b € R™. Dann ist das dyadische
Produkt von a und b definiert als

a,b, ab, ... a,b_

a
ab: E1 (bl,.“,bm): az.bl a2.b2 .... a2.bm
o an.b1 an.b2 an.bm

» Das dyadische Produkt ist eine Matrix.
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Nabla-Schreibweise

» Betrachte vektorwertige Funktion f: R3 - R":

(f1rees fa)

grad f=(V f)

of,
O X
o0f,
0y
of,
0z

of,
0 X
of,
0y
of,
0z

=(grad f)'

» Analog zum dyadischen Produkt eines Vektors mit
einem Vektor

U.H. Becker
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Fluidgleichungen

» Typisches Feldphanomen: Man braucht Orts- und
Zeitinformationen nicht nur fur einen Punkt,
sondern fur ein ganzes (ggf. grolSes) Gebiet.

» Technische Stromungen

> Aerodynamik
¢ AulSenstromung

> Pumpen, Geblase, Turbolader
¢ Innenstromung

> Partikeltransport

¢ Einfullen von Partikeln (Puder, Flocken, ...)
¢ Inhalation
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Fluidgleichungen

» Wie beschreibt man Stromungen?

> Dichte p [kg/m3] Skalar
> Geschwindigkeit v [m/s] Vektor
> Treibende Krafte, z.B. Druck p [Pa] Skalar

» Alle diese Grofsen sind ganz allgemein Funktionen
der Raumkoordinaten und der Zeit:

> p(X,Y,z,t)
> V(X,y,z,t) =(v (Xy,zl), v (Xxyz1), v,(Xyzt))

> p(Xx,Y,z,t)
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29.8
- 28.3
26.8
253
23.8
224
209
19.4
17.9
16.4
14.9
13.4
12
1056

751
6.03
454
3.06
1567
00872

Velocity Vectors Colored By Velocity Magnitude (m/s) (Time=1.0000e-01) Nov 30, 2011
ANSYS FLUENT 14.0 (3d, dp, pbns, rke, transient)
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Fluidgleichungen

» Druck = Kraft pro Flache

» In Fluiden: p = p(x,y,z,t)

» Netto Kraft nur bei Druckunterschieden!
> F = - grad p(x,y,z,t)

» Euler-Gleichungen fur reibungsfreie Fluide
In Vektornotation:

aaptv+V (pvv)=—Vp

> p: Dichte, v: Geschwindigkeit, p: Druck
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Fluidgleichungen

» In komponentenweiser Notation in
kartesischen Koordinaten:

U.H. Becker

olpv,), olpv,v,) dlpv,v.) dlpv,v)_ ap

ot 0 X o0y 0z 0 X
olpv,), olpv,v,) dlpv,v,) dlpv,v,)_ ap
ot 0 X Oy 0z oy
olpv,), olpv,v,) olpv,v,) olpv,v,)_ ap
ot 0 X oy 0z 0z

.. sehr unubersichtlich ...

FRA-UAS: Mathematik 2 SS23
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Fazit

» Die Beschreibung physikalischer Vorgange fur
technische Anwendungen fuhrt fast zwingend auf
Formulierungen, die Vektoren und Ableitungen
bzgl. mehrerer Variablen enthalten.

» Wie genau diese Gesetzmaldigkeiten lauten,
Ist Teil der Modellbildung in Physik, Chemie, etc.

» Aber die ,Sprache”, in der diese
GesetzmalSigkeiten aufgeschrieben werden, ist
fruher oder spater die Mathematik/Analysis.
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