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2.1 Begriffe

Linearkombination

Die lineare Algebra beschaftigt sich mit mathematischen Objekten, die
sich ,linear kombinieren” lassen.

Was heildt das ?

1. Vervielfachen und
2. Addieren

soll moglich sein.

Im folgenden werden wir mathematische Objekte kennenlernen mit
denen das moglich ist: ,Vektoren” und ,,Matrizen”



2.1 Begriffe

Matrix.

DEFINITION
m - n reelle Zahlen a;; € R,
angeordnet in einem rechteckigen (m X n) —Schema der Form

\
( dyp Ay A3 1,
dy Ay dys Ay
A=|a, 24, 4, - 4a; m Zeilen
\aml A2 amS A / mxn
n Spalten

bestehend aus m Zeilen und n Spalten wird reelle (m X n)-Matrix genannt.



2.1 Begriffe

spezialfall: Vektoren

DEFINITION
Vektoren sind einspaltige bzw. einzeilige Matrizen.
Sie treten also in zwei Erscheinungsformen auf:

* Zeilenvektor: eine Zeile, n Spalten = (1 X nn )-Matrix
b= (70, 200, 70)
e Spaltenvektor: m Zeilen, eine Spalte = (m X 1 )-Matrix
1
. -1

5
10
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Beispiele flir Vektoren

Jede Liste lasst sich als Vektor aufschreiben:

* Rezepte = Zutatenvektoren z.B. flir Reginas Hefeteig
http://www.chefkoch.de/rezepte/834021188138601/Reginas-Hefeteig.html

Zutaten

500qg Mehl

21q Hefe, frisch oder
1 Pck. Hefe, trocken

1TL Salz

800 Zucker (nur bei siiem Hefeteig, ansonsten 1 EL)
250 ml Milch, lauwarm

80 0 Butter, weich

0,021

Die MaReinheiten im Uberblick /
1 Teeloffel trich o
eelomne gestrichen 0,004

(0,500

. -
Salz 4g 7 =
1 Esslaffel gestrichen gehauft L/ 01080
Mehl 15q 2% g 0,250
Zucker 15 g 30g \ 0,080
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Beispiele flir Vektoren

Jede Liste lasst sich als Vektor aufschreiben:

e Einkaufslisten fiir die Renovierung
Tapeten, Farben, Teppichboden, Fliesen, Dielen .....

MaReinheiten:
Stuckzahlen, Liter, Quadratmeter, Laufende Meter ?

* Preislisten von Lebensmittelmarkten

MalReinheit: €

Weizenmehl Mihlengald 0.35 1kg
Weizenmehl, sodiert bio 0.95 1kg
Zucker DIAMANT 0.85 1kg

0,35€
- p = <0,95 €>
0,85 €
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Beispiele flir Vektoren

* Physik: Gewichtsvektoren, Kraftevektoren:

B (3,0/4,0)

. | Ortsvektor
e Geometrie: Ortsvektor ot i

Koordinaten eines Punktes in einem 24 4,0
Koordinatensystem 11

=¥

_"1 _:'g _12 -Ilow, |":.-i).13JOI2 I3 ‘I‘
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2.2 Mit Vektoren rechnen

Ein Vektor ist also eine Liste von Zahlen, die je nach Kontext als Spalte oder Zeile

geschrieben werden kann (Spalten- und Zeilenvektoren).

Schreibt der Kontext die Schreibweise nicht vor, kann man sich frei entscheiden. Die
einzelnen Zahlen im Vektor werden als Koordinaten oder auch als Komponenten

bezeichnet.

Mit Vektoren kann man rechnen:

1. Vervielfachen: Multiplikation mit einer Zahla € R ax =?

2. Addieren = Addition zweier Vektoren X+y=r1
3. Linearkombination von Vektoren ax + py =?
4. Skalarprodukt X-y=7?

Die Zahlen «, f werden als Skalare bezeichnet, weil sich damit die Grol3e des Vektors

,,Skalieren” lasst.



2.2 Mit Vektoren rechnen

1. Vervielfachen: Multiplikation mit einem Skalar
Beispiel: Will man 5 Kuchen backen, braucht man von jeder Zutat die flinffache

Menge.
Dementsprechend definiert man allgemein das Vielfache eines Vektors durch die
komponentenweise Multiplikation mit dem Skalar

0,500 2,500

/ 0,021 / 0,105

. 0,004 0,020
Z = 0,080 » 5.:Z:= 0,400
0,250 1,250
\0,080 \ 0,400

Fir eine Zahl (Skalar) A € Rund ¥ = (x4, X5, ..., X, ) ist das Produkt A - X definiert
durch

A X = (Axq, Axy, oo, Axy)

... ebenso fur Spaltenvektoren. Jede Komponente des Vektors wird multipliziert.




2.2 Mit Vektoren rechnen

2. Addition von Vektoren

Will man gleichzeitig mehrere Produkte herstellen (1 Kuchen und 1 Pizza), dann

werden die bendétigten Zutaten addiert.
V Olivendl
/- H,O

d=(05 0021 0004 0080 025 08 0 0 )
b=(05 0021 0004 0015 0 0 08 025)
d+b=( 1 0042 0,008 0,095 025 08 08 0,25)

Dementsprechend definiert man allgemein die Addition zweier Vektoren durch die
Addition der einzelnen Komponenten:

Fir zwei Vektoren X = (xq, X5, ..., X, ) undy = (y1, V2, .., ¥y ) ist

die Summe X + y definiert durch
X+y = (x1+ Y1, X2HY2 0 Xn +In)

... ebenso fir Spaltenvektoren. Alle n Komponenten der Vektoren werden addiert.




2.2 Mit Vektoren rechnen

3. Linearkombination
Will man gleichzeitig mehrere Produkte herstellen (500 Kuchen und 900 Pizzen),

dann werden die benoétigten Zutaten zunachst skaliert und anschl. addiert.
V Olivendl
/- H,O
a= (05 0,021 0,004 0,080 025 08 0 0 )
b=(05 0021 0004 0015 0 0 08 025)

500d + 9006 = ( 700 . e e )
Dementsprechend definiert man allgemein die Linearkombination zweier Vektoren
durch die Addition der einzelnen, skalierten Komponenten:

Fir zwei Vektoren X = (xq, X5, ..., X, ) undy = (Y1, V2, .., ¥y ) ist
die Linearkombination aX + By definiert durch

ax + By = (axy + By, axy +By,, .., Axp +LYn)

... ebenso fir Spaltenvektoren. Alle Komponente des Vektors werden linear

kombiniert.




2.2 Mit Vektoren rechnen

Ubung:

Gegeben seien drei Vektoren :



2.2 Mit Vektoren rechnen

Multiplikation von Vektoren ?
Beispiel Backerei

Eine Backerei produziert Heferohteig in zwei verschiedenen Zusammensetzungen.

Y Olivenol
/ H,O

A =Produkt1 = (0,5 0,021 0,004 0,080 025 08 0 0 )

B :=Produkt2 = (05 0,021 0,004 0015 0 0 08 025)

a) Taglich werden 500 kg von A und 720 kg von B hergestellt. 0,40
Wie viele Rohstoffe werden dafiir bendtigt ? /20,00
0,40

b) Welche Kosten entstehen der Backerei insgesamt bei folgender , | 1,20
Preisliste fiir den Einkauf der Rohstoffe ? P=1 1,00
6,00

8,40
\ 0,00 /



2.2 Mit Vektoren rechnen

»Multiplikation“ von Vektoren - Beispiel Kuchenteig

A P
Menge Preis Preis
in kg Zutaten je kg je Zutat
0,5000 Mehl 0,40 0,20
0,0210 Hefe, frisch 20,00 0,42
0,0040 Salz 0,40 0,00
0,0800 Zucker 1,20 0,10
0,2500 Milch 1,00 0,25
0,0800 Butter 6,00 0,48
0,0000 Olivendl 8,40 0,00
0,0000 Wasser 0,00 0,00
Gesamtpreis des Produktes A = 1,45

.Y
Sy




2.2 Mit Vektoren rechnen

»Multiplikation” von Vektoren - Beispiel Pizzateig

—

B P
Menge Preis Preis

in kg Zutaten je kg je Zutat
0,5000 Mehl 0,40 0,20
0,0210 Hefe, frisch 20,00 0,42
0,0040 Salz 0,40 0,00
0,0150 Zucker 1,20 0,02
0,0000 Milch 1,00 0,00
0,0000 Butter 6,00 0,00
0,0800 Olivendl 8,40 0,67
0,2500 Wasser 0,00 0,00

Gesamtpreis des Produktes B = 1,31 = § . ﬁ




2.2 Mit Vektoren rechnen

,Multiplikation“ von Vektoren - Formal
Definition des ,Skalarprodukts*

aq b4
. - a2 i bZ . . . .
Seiena=| . |,b=|". zwei Vektoren mit gleichvielen Komponenten.
a, b,

Das Skalarprodukt der beiden ist eine Zahl (Skalar) und wird nach folgender

Vorschrift berechnet:

G-b :=ab, +ayb, + -+ a,b,

d.h. die Komponenten des Vektors werden zunachst paarweise multipliziert, ...

und zum Schluss werden die so entstandenen Produkte addiert.

Wirtschaftsmathematik - Kap VI.1
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2.2 Mit Vektoren rechnen

Ubung

Gegeben seien drei Vektoren :

3 6 9
> _ | —2 > _ 2
a=| 1 | b = _1 ] und ¢ = _>5
7 T 0 7

Sech
a) 03d-(-b)= .. G;%ﬁpﬁn
; Fo SChner 5

—_

Berechnen Sie:

(
(b) a-b—a-c=

o i
(¢ (@+b)-¢= . Q
’ ﬂg@mmﬂ@
(e)
(

f) eigene Aufgabe



2.2 Abschlie3ende Definition

Eine Menge von mathematischen Objekten heilft R-Vektorraum, wenn sich die
Objekte linear kombinieren lassen, d.h. die Elemente lassen sich addieren und
vervielfachen mit Faktoren (Skalaren) aus R.

Und wenn ...
e ...esein Null Element gibt (,,Nullvektor 0 “), fur den gilt
i+0=0+d=a
e ..zujedem Element a ein ,Inverses Element —a “ existiert
e ... das Assoziativgesetz
i+(b+¢&)=(a+b)+¢
e ...und das Kommutativgesetz bzgl. der Addition
a+b=b+a
gilt.

Auch fur die Multiplikation mit den Skalaren a, f € R missen verniinftige Regeln
gelten:

* esgibteinEins-Element1 € R: 1-a=a
* Distributivgesetza - (@ +b) =a-d+a- b, und

e (a+pB)-a=a-a+B-a,(a-B)-a=a-(B-a)



2.3 Spezielle Matrizen:

(n X m)-Matrizen
Fur allen,m € N lassen sich Matrizen aufstellen .

Sie bestehen aus n Zeilen und m Spalten (n X m) — Matrizen
(... sprich ,n kreuz m“ Matrizen)

n,m € N heillen die Dimensionen der Matrix A.

Produktionsmatrix fiir 2 Produkte aus 4 Zutaten (Rezepte in den Zeilen):

2 3 4 8 _
P= (2x4) - Matrix
1 0 6 7
Preisvektor
(2,00€)
p=|0,50€ Spaltenvektor = (3x1) - Matrix

 1,00€



2.3 Spezielle Matrizen

11.2.2 Transponierte Matrix

Vertauschen von Zeilen und Spalten:

/311 dy, dyp /"111 dyy
A= Ay Ay Ay, s AL = 21}2 21.22
\aml amQ o amn /an \aln a2n
Beispiel:
2 1
2 3 4 8 30 2
A= o A'= PN (AT )T =
106 7), 4 6
8 7 4x2
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m2

d

mn

1

nxXm

3 4 8
0 6 7

j2x4

FS (11.2.2)
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2.3 Spezielle Matrizen

Es gilt:
e (AN =A
e D'=D

e A'=A & A ist symmetrisch.

e A'=-A & A ist schiefsymmetrisch.

Beispiele: T 735
A=|7 2 -6
5 6 3
0 1 -7 0 -1 7
A=[-1 0 5| & AT=| 1 0 5|=-A
7 5 0 -7 -5 0

Wirtschaftsmathematik - Kap VI.2
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Schiefsymmetrisch: Hauptdiagonale

besteht aus Nullen

21




CFS(11.1)

2.3 Spezielle Matrizen:

(n X n)-Matrizen = ,,Quadratische Matrizen“

Allgemeine Gestalt Hauptdiagonale: (|3| 2 4 Nebendiagonale: (3 2 |4
(n Xn) — Matrix A=| 7 [6 5 A=|7 T8l 5
1 9 |8 119 8
Diagonalmatrix D d, 0 - 0
0 d,, .
Einheitsmatrix E D= . e 0 0=
Nullmatrix O .
0 0 dmm 0O 0 --- 0
Dreiecksmatrizen 017 O13 **  Oim 1 O R 0
0= U ?22 O2m U= U-21 Uz
: : 0
0 o 0 Omm Unt Um2 Unm




2.4 Rechenregeln von Matrizen

Addition und Multiplikation mit einem Skalar

(n x m) —Matrizen kénnen als ein Vektor von Zeilenvektoren bzw.
Spaltenvektoren interpretiert werden.

A = (aij) = (4;,), firdie Zeilenvektoren A;, = (aj1 ... Qin)
A= (aij) = (A*j), fiir die Spaltenvektoren A,j=
(alj Cln]) T

Dementsprechend sind die Addition zweier Matrizen gleichen Typs und auch die
Multiplikation mit einem Skalar genauso definiert wie flir Vektoren:

Fir 1 € R und zwei Matrizen A4 = (a;;) und B = (b;;) des gleichen Typs gilt
A+ B := (Al+Bl) = (al]+bl])

A = (A4;) = (Aa;;)




2.4 Rechenregeln von Matrizen
Ubung:

Gegeben seien die beiden Matrizen:

Berechnen Sie: T@@@h
a) A+B= .. #%D

b) B+A = N ﬁﬁﬁ%@ﬂ

S
Ve My
e) 6B —6(B—A) =

(@)

(
(
(
(
(

http://www.mathe-lerntipps.de/matrizenrechnung.html




FS (11.2.5)

2.5 Multiplikation von Matrizen

11.2.5 Multiplikation von Matrizen

Multiplikation von A und B nur wenn gilt: A_ . und B

k
=C. © ¢, =A B =>a, b, mit A,

kxn mxn 1-
h=1

A -B = i-te Zeile von A

mxk

B, = j-te Spalte von B
* Matrizen kdnnen auch miteinander multipliziert werden, wodurch als Produkt eine
neue Matrix entsteht.

* Die Elemente des Produkts werden bestimmt, indem das Skalarprodukt aus dem
Zeilenvektor der ersten Matrix und dem Spaltenvektor der zweiten Matrix gebildet
wird. D.h. in der Produktmatrix steht am Kreuzungspunkt der i-ten Zeile mit der j-
ten Spalte das Produkt aus der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B

e Hierflir muss die Spaltenanzahl der ersten Matrix mit der Zeilenanzahl der zweiten
Matrix Ubereinstimmen. Das Produkt zweier Matrizen wird auch Matrixprodukt
genannt.

=> DOMINO-REGEL: Dimension Check: (m X k) - (kX n) = (mXxn)




FS (11.2.5)

2.5 Multiplikation von Matrizen

v DOMINO-REGEL Dim.Check

Beispiel
Gesucht ist das Produkt der Matrizen A und B,
die wie folgt definiert sind:

4 0
A= d p=( 3 71
(_g ;)un (5 29)

Die erste Matrix A ist eine (3 X 2)-Matrix, die zweite Matrix B eine (2 X 2)-Matrix.
Demnach verfigt die Matrix A um zwei Spalten und die Matrix B Uiber zwei Zeilen,
weshalb unsere Bedingung erfillt ist und sie miteinander multiplizierbar sind.

Als Ergebnis erwarten wir eine (3 X 2)-Matrix.
Aber wie verfahrt man jetzt?



FS (11.2.5)

2.5 Multiplikation von Matrizen

Man geht am besten nach dem Falk-Schema vor, v' DOMINO-REGEL Dim.Check

welches hier beispielhaft an den Matrizen A und B
gezeigt werden soll.

A=<[3L (1)> und B=(_‘; :%)

v Setup Multiplication Schema

1 7
Falk-Schema

Wir zeichnen ein Kreuz und tragen die Matrix A
unten links ein, hier in gelb markiert. Matrix B 3 -1
wird oben rechts eingetragen, hier in blau
unterlegt. -2 -7
Das Matrixprodukt wird nun unten rechts 4 0 a b
eingetragen. Wir setzen zunachst die Variablen
a, b, c, d, e,f fir die Elemente des 3 1 C d
Matrixprodukts ein, deren exakte Werte im
weiteren Verlauf genauer zu berechnen sind. 1 7 e f



FS (11.2.5)

2.5 Multiplikation von Matrizen

Als Ergebnis erwarten wir eine (3 X 2)-Matrix , die v DOMINO-REGEL Dim.Check

hier griin dargestellt ist.
Wie verfihrt man jetzt? v' Setup Multiplication Schema

Fir jedes einzelne Element missen wir das v’ Single Computation
Skalarprodukt der jeweiligen Zeile der Matrix A
mit der entsprechenden Spalte der Matrix B
bestimmen.

Falk-Schema
a= 4.-340-(-2)=12
= 3.3+4+1-(=2)=7 3 -1
=(-1):-34+7-(=2)=-17
e = (1) (-2) P

b= 4-(-1)40-(-7)=—4
d= 3-(-D+1-(=7)=-10 4 O |12 b
f )- (1D +7-(=7)=-48
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2.5 Multiplikation von Matrizen

Anleitung casio fx-991de plus

1. Matrizen einspeichern

1.1 Auswahl der Matrix A [MODE] | 6 (.Matrix B [MODE) (6] (2] )<—

1]
&l

1.2 Bestimmung der Dimension z.B

1.3 Zahl eingeben z.B |=J (4] und mit |==] bestéatigen

1.4 Sobald die Matnx volistandig eingegeben ist, E dricken

2. Rechnung formulieren

2.1 Matrix A.. E @ @ E .Matnx B.. E @ E

2.2 Ausgabe des Ergebnisses mit |==

Matrix B auswahlen

casio fx-991es plus
SHIFT |[4 ]| 1] statt { MODE || 6

Quelle: http://www.mathebibel.de
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2.5.1 Quadratische Matrizen

Wir beschranken uns jetzt auf die
Multiplikation von gleichgrofRen
quadratischen (n X n) Matrizen.

v' DOMINO-REGEL Dim.Check

Flr diese Matrizen ist der Dimension
Check immer erfullt.

(nxn):-(nxn)

d.h. fur zwei gleichgrolSe Matrizen A, B
sind beide Produkte definiert:

A-B und B-A

v Setup Multiplication Schema

Am Multiplikationsschema lasst sich
das gut erkennen:

1 2 3 4 2 0
A'B 2 3 5 B-A 3 -1 1
3 4 6 -1 0 7
4 2 0|8 1422 1 2 3|7 0 23
3 -1 114 7 10 2 3 5|12 1 38
-1 0 7 (20 26 39 3 4 618 2 46

Aber im Allgemeinen ist

A-B#B-A



2.5.1 Quadratische Matrizen

Fir quadratische Matrizen konnen wir folgende v' DOMINO-REGEL Dim.Check

Fragestellung untersuchen

v’ Setup Multiplication Schema

* QGibt es ein Neutrales Element E fir die 1 00
Matrizenmultiplikation ? 01 0
0O 0 1
A-E=A
4 2 0(4 2 O
3 -1 1|3 -1 1
-1 0 71-1 0 7

SATZ von ,Neutralen Element’

In der Menge der quadratischen Matrizen fester Grof3e (n X n ) gibt es ein
eindeutig definiertes Element der selben GroRe, fir das gilt
A - E, = Afir alle Matrizen A.

1 .. 0
E, = ( ) mit n Zeilen und n Spalten
0o .. 1
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2.5.1 Quadratische Matrizen

Jetzt wollen wir eine zweite Fragestellung v DOMINO-REGEL Dim.Check

untersuchen.

v’ Setup Multiplication Schema

* Gibt es zu einer gegebenen quad. Matrix 4 2 0
ein Inverses Element X X-A 3 .1 1

-1 0 7

X-A=E ? 2 ?|1 00O

 Wenn ja, wie kann man das Inverse 7?2 21010
Element X ausrechnen ? ? 0?2 210 0 1

Bevor wir anfangen mussen wir erstmal feststellen,
dass es offensichtlich Matrizen gibt,
fur die es keine Inverse Matrix X gibt !!!

a-0+b:-04+c-0=0+#1

O O Rr|O O O
O »r O|O
R O O|N » O




2.5.1 Quadratische Matrizen

Definition

Eine quadratische Matrix, die ein Inverses besitzt heildt reguldr.

Sonst singulédir oder nicht-reguldr.

Es bleiben die Fragen:

Gibt es zu einer gegebenen quad. Matrix

4

2

3 -1

ein Inverses Element X
X-A=E?

Wenn ja, wie kann man das Inverse
Element X ausrechnen ?

o —»r O

, O O|IN —» O



2.5.1 Multiplikation von Matrizen

Berechnung des Inversen Elements mit Hilfe des Unterer- und Oberer-Dreiecksmatrizen —
Schritt fir Schritt — ahnlich wie das Losen eines Gleichungssystems (GauR-Algorithmus)

X-A=E
4 2 0 4 2 0 4 2 0 1 Y, 0
3 -1 1 0 -%, 1 0 -% 1 0 1 -%
Uy 107 U oy, 7 D 0o o 3, O 0 0 1
1 00l4 20 1004 2 0 Y 0ol o 1-%-Yl|1
3,1 0fo/-5%,1 01 oflo5% 1 0-% 0|O0>N1--% 01 % |0 1
v, 0 1/0/Y% 7 01 1 % 0 0 5| 0 O0>1 00 1/0 0 1

und schlief3lich

Ol'D'Uz'Ul'A=E

01‘D‘U2‘U1:A_1



2.5 Multiplikation von Matrizen

A—l — 1 0 0
0 1 0
O,:-D-U,-U; 0 0 1
1 0 0 1 0 0
=3, 1 0 -3/, 1 0
7, 0 1 o 0 1
1 O 0 1 0 0
0O 1 0 -3/, 1 0
0 Y% 1 | Y s 1
7, 0 0 o 0 0
0 -% 0 | 30 ~%s 0
0 0 ke | Y2 Y6 /36
1 Yo “Ys | "le Yo 2
0 1 %s | ?n -
0 0 1 | Y Yp Ynp

L [ -7 14 2
A= —ﬁ-<—22 28 —4)
-1 -2 -10

4 2 0

3 -1 1

v 1 0 7

7 14 2|72 0 0

22 28 4|0 72 0

1 -2 -10[0 0 -72

Probe: M-A=-72-E,




2.5 Regeln & Gesetze

11.2.5 Multiplikation von Matrizen

A-B+B-A
A-B-C=(A-B)-C=A-(B-0)
A-(B+C)=A-B+A-C
(A-B)T =BT . AT
(A-B)yl=p~1.4"1
A-E=A=E-A

AT A=A-AT=E

Aufgabe:
Berechnen Sie fiir die Matrizen

2
]
A 0 B 11 1
-1 3 2 1 -
2
falls moglich

- AB und BA,
- (AB)T und BTAT
Losung:
STEP 1: Check Dimensions
eg. [4 X 2] % [2 X 3]

STEP 2: Set up multiplication schema
(Falk-Schema)

STEP 3: Single computation

http://www.mathe-lerntipps.de/matrizenrechnung/multiplikation-von-matrizen.html




Vielen Dank fiur Ilhre Aufmerksamkeit
» Noch Fragen ?

Fix)=x+1 Y
g{x)=1—x
-
-3

-4 -3 - 1},////7 1 2 3 a oy
| ] | 1 | ] |

-1

+-2

-3

-4




