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1. Grundlagen

1. Grundlagen

1.1 Summenzeichen

v

i
L

ai = ak +ak+1 +ak+2 +. +am

m m

(a, +b,) = Zd +Zb
i=k

m m
Zai= ai+z:ai fir k<l<m

i=k

m m
Sen=c$a
i=k i=k

D +o)= Za +(m-k+D0

i=k i=k

1.2 Doppelsummen

m

zlz:,du Zdu"'d +‘1 +. +‘1 _‘111+‘11>+‘113+ +‘1 +"'+aml+amz+am3
i=1j

m n m n

2.2 chy=cD ¥ a,

i=1 j=1 i=1 j=1

> Y@ 0=y Ya, rmh

i=1 j=1 i=1 j=1
zlz:‘(au+b)—zlzlla”+mDZb

i j 1 ]

m n

Zl:zl:a”Eb Zz;ba Zb DZa
i j j i

1.3 Produktzeichen

m

a, =a [h,, O, 0.0
I_ll k k+2

k+1
i=k
m m m
== [« f1n
i= =k i=k
m
c= CnrkJrl
i=k
m m
— . m-k+1
clh, =c a
i=k i=k

1.4 Fakultatszeichen und Binomialkoeffizient

n)_ n!
k) kitn-k)!

=|l|i=1DZEBBi[I..Bi

i=1

Man beachte: 0!=1

n n n
Man beachte: = =1,
0 n k
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+..
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1. Grundlagen

1.5 Binomische Formeln und binomischer Lehrsatz
*  Erste binomische Formel: (a+b) =(a+b)da+b)=a’+2ab+b’
*  Zweite binomische Formel: (a=b) =(a—=b)Ha-b)=2a’-2ab+b’
*  Dritte binomische Formel: (a+b)a-b)=a’-b’

*  Binomischer Lehrsatz:

(a+b)" = " a"b’ + " a" bt .+ t a'b™™ + n a’b" =Zn: " a" " p*
0 1 n-1 n =lk

1.6 Potenzregeln
R 2° =1

. am Bln = aern

. (am )n = amm

1

. ag :-r\]/g
m
. an :n[am
. a " :iﬂ
a

1.7 Logarithmusregeln

logh _Inb

* a"=b o x=log, b= fir ab>0a%1

loga Ina
*  log,x=logx
* log.x=Inx

* log,(xB)=log, x+log,y
+ log,~ =log, x ~log, y

y
* log, (x") =rlog, x

1
* log,—=-log, x
X

1
+  log,¥x ==log, x
n



2. Folgen und Reihen

2. Folgen und Reihen

2.1 Arithmetische Folgen und Reihen
Differenz konstant: a_,, —a, =d
Glieder der arithmetischen Folge: a, =a, +(n—1 [d
2 n n(n-1

Glieder der arithmetischen Reihe: s = Zai = E(a1 +a )=nlh +
i=1

d

2.2 Geometrische Folgen und Reihen

. a
Quotient konstant: a"—” =q

n

Glieder der geometrischen Folge: a, =a, ("

Glieder der geometrischen Reihe: s = Zai =a, Dll_—q
i=1 -q

4

1-q

Unendliche geometrische Reihe: s =



3. Finanzmathematik

. Finanzmathematik

= Anfangskapital, Barwert bzw. Anschaffungswert

w

=S

= Zinssatz in %

- :7: >
I

= Zinssatz in Dezimalschreibweise (p/100)
= Aufzinsungsfaktor 1 + i

= Abzinsungsfaktor 1/q

Laufzeit

= Zwischenperiode

= &= 5 < .0
Il

= Rente, Rate, Abschreibungsbetrag

=
]

= Anfangsschuld
Restschuld nach k Perioden

S

= Annuitit

"'Néﬁfﬁ
]

= Tilgung

3.1 Einfache Verzinsung

K
= Endkapital:
1+n0

_Kn _KO
i [K,

Barwert: K, =

Laufzeit: n Zinssatz:

3.2 Zinseszins

K, Endkapital:

1+0"

Barwert: K, =

_InK, —-1nK,
In(1+1D

Laufzeit: Zinssatz:

3.3 Zinseszins bei unterjahriger und stetiger Verzi  nsung

. \n@
Quartalsweise Verzinsung: K, =K, [El + i)

n

. n(2
Monatliche Verzinsung: K, =K, [(1 + éj

n360
i
Tagliche Verzinsung: K, = 1+—
g g n 0 |:€ 360)
Stetige Verzinsung: K,=K,&"

3.4 Ratenvertrage

3.4.1 Vorschuissige Einzahlung

Annahme: Mehrmalige Einzahlungen in gleicher Hohe r

Endkapital: Laufzeit:

Einzahlung: r=

Endkapital nach n Zinsperioden bzw. Restbuchwert nach n Abschreibungen

Restwert nach k Perioden (bei Renten und Abschreibungen)

K, =0+n0) XK,

_Kn_KO
n [K,

i

K, =K, {1+i)"

K
K

o -1

0

i=n

ln[l +7(q —b EK“]
_ rtg
Inq

n-=



3. Finanzmathematik

3.4.2 Nachschussige Einzahlung

Annahme: Mehrmalige Einzahlungen in gleicher Hohe 1

ln(1+(q_?m“j

p— - " r
Endkapital: K =T Dl—q Laufzeit: n=
1-q Inq
. —_= 4l—q
Einzahlung: r=K, ——-—
1-q"
3.5 Renten
3.5.1 Vorschissige Rente
Annahme: Mehrmalige Auszahlungen in gleicher Hohe r
— v 1 —_
Barwert: R, =r Dl—v Rente: r =R, —-
1-v 1-v"
1 [ 1 R, 1 V)j
_ -k
Endkapital: R, =R, [§" -r[q Dl—q Laufzeit: n= !
1-q Inv
3.5.2 Nachschissige Rente
Annahme: Mehrmalige Auszahlungen in gleicher Hohe 1
- -V __R, 1~
Barwert: R, =T Y Rente: =0 "
1-v v 1-v"
R, 01 -
. ln[l — E{B/ V)j
— _ 1= T
Endkapital: R, =R, 4" - T Dl—q Laufzeit: n=
1-q Inv
3.5.3 Wachsende nachschiissige Rente
Fall: Nachschissige Rente, die jedes Jahr um den Faktor (1 + g) = w wichst.
- _ - r
R0=rEI'—q Firi>gundn - o gilt: R, =-
1=-g 1=g
3.5.4 Ewige Rente
r=K,g-1 - Dies entspricht den Zinsen.
3.7 Tilgungen
3.7.1 Tilgungsplan bei annuitatischer Tilgung
Jahr | Restschuld JA Zinsen Tilgung Annuitit Restschuld JE
1 S, z =S, 0 9 a =zt Si=S -t
2 S; =S -4 z, =S =@, —-t) 0 L =a-1z2 a =zt S, =8 -1,
=z -t 0 =@z +t)-(z -t =zt
=1 01 +0
3 S,=S -t zy =S, 0 L =a—-17 a =z;t1G S;=8,-1t
=z -t 0 =z, +t)—(z,—t, D =zt
=t O1+D
=, 01 +9°
k Skl =S —ta ZL =zo -t O tL =t 01+ D 3. =zt SL =S — L
=z, +1




3. Finanzmathematik

3.7.2 Formeln bei annuitatischer Tilgung

Restschuld nach k-Jahren:

Anfangsschuld:

Annuitit:

Summe Tilgungszahlungen:

Tilgung im k-ten Jahr:

Laufzeit:

3.8 Abschreibungen

3.8.1 Lineare Abschreibung

Konstante Abschreibungsrate:

Restbuchwert nach k Perioden:

_ k _ -k
Sk=S()—t1E11—q oder Sk=S()|]qk—aEll—q

1-q 1-¢q
SO: angﬂ
q 1-q

a=S, g" Ell—_ qn
I-q

an=tﬁi:fﬁ
1-q

t, =t 1+

ln(l _S =9 B[tl - q)j

n-=—

Inq

K, —-K

R, =K, -kF=K, —ko B
n

3.8.2 Geometrisch degressive Abschreibung

Abschreibungsrate der k-ten Periode:

Restbuchwert nach k Perioden

=K, 01-D"'04
K, =K, 01-1"

3.8.3 Arithmetisch degressive Abschreibung

Abschreibungsrate der k-ten Periode:

Restbuchwert nach k Perioden:

=r—(k-DM

K, =K, —< for, - (k - 1) (@l
2



4. Grenzwerte

4. Grenzwerte

4.1 Rechenregeln

o lmf(x) + g(x)) = lim £(x) * lim g(x) = ¢ + ¢’

X0 X0

e lim(f(x) Gy(x) = lim f(x) Oim g(x) = ¢ '

X-0Q

. im =x=28 =T fiir g(x)Z20und ¢' 20
x-a g(x) lirré gx) ¢ 8 ¢

. lim f(x) =k, falls f(x) =k far alle x OD(f)
X -0

e lim (fx)+k)=limf(x) + k=¢ +k
X-a X -0

* lim k[(x) =k Oim f(x) =k [

X -0 X -0

o lim (f(x)" = (lim f(x))n =" bzw. lim §f(x) = Q/lim fCo =g/
X -0 X -0 X -0

X0
lim f(x)
e lim @) =ase T =a?
X -0

+ lim (og, f(x)) =log, (lim f(X)) =log, ¢ fira,p>0,a%1
X-0

X-0Q

4.2 Grenzwerte spezieller Funktionen

4.2.1 Potenzfunktionen

. lim x" =+c fir ne R*
X—>+o0

o lim x" =

+oo fiir ne N und gerade
X—y—00

—oo  fiir ne N und ungerade

e limx"=0 fir ne R"
x—0

. 1 . 1 .
o lim —= lim —=0 fir ne R*
X—>+oo Xn X—>—00 Xn

. 1
. lim — =+c fir ne R
x—0+ x"

1 {+oo fir ne N und gerade
o lim —=

—oo fuir ne N und ungerade

4.2.2 Exponenzialfunktionen

0 fur O0<ac<l1

. lima¥=<{1 fir a=1

X — +oo
+oo  flr a>1
+o fiir 0<a<l1
. lima*=J1 fir a=1
X — t00

0 far a>1

e lima®*=lima * =1 fir a>1
X -0 Xx-0



4. Grenzwerte

4.2.3 Logarithmusfunktionen

. lim log, x =400 fir a>1
X — t00

* limlog,x=0 fir a>1
X-1

. lim log, x=-0 fir a>1
X -0+

4.2.4 Weitere Funktionen

n

. X
] lim —=0 fir neR
X—>+00 eX

o lim (1+lj = lim (1+x)* =e

X—>+oo X x—0+

Bl

* 1
e lim (1——) lim (1-x)* ==
X—>+oo X x—0+ e



5. Differenzialrechnung - Ableitungsregeln

5. Differenzialrechnung - Ableitungsregeln
» Differenzialquotient:

y =0 - Y'=f'(x)=j—y: Jim L A0 =GO

X Ax-0 Ax
* Potenzregel:
y=x" - y =nkk""
*  Konstantenregel:
y=alkx) - y=a@'x) Fall 1: y=alX" - y' =alhx""
Fall 2: y=a=alX’ - y' =0
*  Summenregel:
y=fx+xgx) - y=fx+gx)
*  Produktregel:
y=fx)Ex) - vy =f(x)Ex+gx O
*  Quotientenregel:
_fx PO Gx) - g'(x) T(x)
B g(_X) CT [g(x)]2

*  Kettenregel:
df
y=f(g(x) mit z=g(x) - y' = % Eldiﬁ =f'(2) ')

*  Exponentialfunktion:
y=e - y=¢
y=a* o y' =a'lna
y=a*" oy =a*¥ F'(x)0na

*  Logarithmusfunktion:

y=lnx - y':l
X
1
y=log,x - y'=
x Ona

*  Logarithmierte Funktion:

y=log (gx) - y = =8 p e Ly =Y -8

dx g(x)0na 4 dx  gx)

* Ableitung einer Umkehrfunktion:
y=f(x) - x =f"(y) = g(y) = g(f(x))
dg _ 1
dy f'(x)




6. Wachstumsraten

6. Wachstumsraten

6.1 Stetige Wachstumsraten

dy
_ «_dt _f@® _dlny _
—f(t) - wt =-dt ZTW =Iny, ~Iny,_)
Y ) Yooy f( dt (Zlny ~lny,,

Kombination mehrerer Variablen:

_dlnu  dlnv _ |
=w

e y=ully - w) = + +w)
’ dt dt h X
u s _dlnu dlnv s s
° y:_ﬁwy: - :Wll_w\'
v dt dt
S S V S
* y=u+tv - w, = Ov’ + 0w,
’ u+v u+v
—_— —_—
Anteil vonu Anteilvonv
am Gesamten am Gesamten
; . _dln Inu N
e y=u' - w = Y = =albw
dt dt
6.2 Diskrete Wachstumsraten
(l_ﬂ=YI_YL*l=YL 1
v —
y Y- Y
Kombination mehrerer Variablen:
. y=uB1—>W$=Wﬂ+W3+WSBN$
1 1
. y:_ﬁquwtl_w;
oowl+l
Fall: Quartalsweise Beobachtungen
¢ Jahreswachstumsrate: vv‘y1 ;= Fe g
Yi-4
¢ Quartalswachstumsrate: vv‘y1 o= A
’ Yi-1

y.a

4
e Annualisierte Wachstumsrate: w¢ =[L] -1
1

Y-

6.3 Zusammenhange

° W, =¢€

10



7. Kurvendiskussion - Schematische Darstellung 11

7. Kurvendiskussion - Schematische Darstellung

7.1 Nullstellen einer Funktion

Allgemeine Vorgehensweise: f(x) =0 und Auflsen nach x

e Polynom 1. Grades:

f(x)=ax+b =0 - x=--
a
*  Polynom 2. Grades:

f(x) = ax’ + bx + ¢ =0

-b++/D
Quadratische Losungsformel: x,, = )2—\/_ mit D =b* —4ac
a
Fall 1: D>0 - Es existieren zwei Nullstellen.
Fall 2: D<0 - Es existiert keine Nullstelle.
Fall 3: D=0 - Es existiert genau eine Nullstelle.
*  Polynom hoheren Grades:

1. Ausklammern zu einer Produktgleichung

2. Newton-Verfahren: Wiederhole folgende Vorschrift, bis eine hinreichende Genauigkeit fiir
f(a,.,)=0 erzielt wurde:

7.2 Entscheidung Uber Extrema und Sattelpunkte

Es gilt: In einem Extremwert dndert sich die Steigung.

1. Schritt: Bestimmung der kritischen Punkte

f'(X);O

2. Schritt: Werte aus dem 1. Schritt in die zweite Ableitung einsetzen
e f"(x=0a)>0 - Minimum (konvex gekrimmt)
e f'"(x=0)<0 - Maximum (konkav gekrimmt)
e f'"(x=0)=0 . keine eindeutige Aussage moglich

weitere Untersuchung (3. Schritt)
3. Schritt: Bei welcher m-ten Ableitung ist f(a) # 0?

e m-gerade und f'(a) < 0 - Maximum
¢ m-gerade und (o) > 0 o Minimum
* m-ungerade - Sattelpunkt

7.3 Entscheidung Uber Wendepunkte

Es gilt: In einem Wendepunkt dndert sich die Krimmung von f(x).

1. Schritt: f"(X)!ZO

2. Schritt: Einsetzen des Ergebnisses aus dem 1. Schritt in die dritte Ableitung von f(x)
e f"(x=a)#0 - Wendepunkt
e f"(x=a)=0 - weitere Untersuchung (3. Schritt)

3. Schritt: Bei welcher m-ten-Ableitung ist " () # 0?
* m-gerade . keine Aussage moglich

* m-ungerade - Wendepunkt



7. Kurvendiskussion - Schematische Darstellung

7.4 Entscheidung Uber Steigung und Kriimmung

1. Steigung:

« f'(x)>0

e f'(x)<0

+ f'x)=0
2. Krimmung;:

e f'(x)>0

e f"(x)<0

« f'(x)=0

Funktion steigt
Funktion fallt

ggf. Extremwert

konvex gekrimmt
konkav gekrimmt

ggf. Wendestelle

12



8. Okonomische Funktionen - Marginalanalyse

8. Okonomische Funktionen - Marginalanalyse

8.1 Kostenfunktion

Cx)= C(x) + C

—_— —
variable kosten fixe Kosten

C(x
Sttickkosten: AC(x) = x)
X
C,&x
Variable Stickkosten: ~ AVC(x) = &)
X
. o G
Fixe Stiickkosten: AFC(x) =—
X
, dC(x)
Grenzkosten: Cx) = (ndherungsweise Kosteninderung bei Mengeninderung um eine Einheit)
X

Ertragsgesetzliche Kostenfunktion:

C(x)

Cx) Schwelle des Ertragsgesetzes X=0g;
Wendepunkte von C(x) und

I Minimum von C' (x)

_— Wendepunkt
Betriebsminimum x=0,:
*Minimum von AVC(X)
*Funktionswert AVC(a,) = kurz-

. fristige Preisuntergrenze AVC .,
'CI(GM): AVC((XM)= AVCmin

Cx),

v Betriebsoptimum x=a,:

¢ *Minimum von AC(x)
*Funktionswert AC(0) = lang-

T~ A0 fristige Preisuntergrenze AC i,

'CI(GO): AC(GO): ACmin

AVC(x)

8.2 Erlés-/ Umsatzfunktion

R(x) = p(x) k
R(x
Durchschnittserlos: AR(x) = &) = p(x)
X
; : dR(x)
Grenzerlos: R'(x) = (niherungsweise Erlosinderung bei Mengeninderung um eine Einheit)
X

8.3 Gewinnfunktion

G(x) =R(x) - C(x) = p(x) k - C(x)

G
Durchschnittsgewinn: — g(x) = )
Gewinnschwelle: G(x)=0 und Auflésen nach x
Gewinnmaximum: G'(x)=R'(x)-C(x)=0 o Grenzerlds=Grenzkosten

(notwendige Bedingung)
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8.4 Elastizitat

Unter der (Punkt-) Elastizitit € . versteht man allgemein die relative Verinderung einer Grofe
y = f(x) im Verhiltnis zur relativen Verinderung eines sie bestimmenden Einflussfaktors x:

dy
_ relative Anderung der betrachteten GroRe y _ v e = l' e
o relative Anderung des Einflussfaktors x dx oy ¥ y
X

. 1
Es gilt: € =—
' €
y.X

Abhingig von der Ausprigung des Werts der Elastizitit sind folgende Begriffe gebriuchlich:

e £€=0: vollkommen unelastisch
e lel<l: unelastisch

e lel>1: elastisch

e lel=1: isoelastisch

e g=1 00 vollkommen elastisch

8.5 Taylor-Approximation

Taylor-Approximation n-ter Ordnung an f(x) fir x in der Ndhe von a;:

L e O e O |
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9. Differenzialrechnung mit mehreren Variablen

9.1 Allgemeines
y =f(x,, x,, ..., X)) y: abhingige Variable
X,,X,,.--,X,: Uunabhingige Variablen

Es existieren ebenso viele partielle Ableitungen wie es unabhingige Variablen gibt. Es gelten die
ublichen Differenzierungsregeln. Es ist dabei nur zu beachten, dass alle unabhingigen Variablen, bis auf
die, nach der differenziert wird, bei der Berechnung der partiellen Ableitung als konstant angesehen
werden.

Es gilt z. B. fur y =f(x,, x,):

0 0
' (x,%,)=—> und f' (x,,x,)=—"
1 ) 2 aX2

3’y 'y 9’y 3’y
f! x,x,)=—%, f (x,x,)=—= und { (x,x,)=———=f" (x,X,) =———
T ax; e v 0x; e 0x,0x, s 0x,0x,

9.2 Differenziale

Es gilt fury = f(x,, x,):
»  Partielles Differenzial nach x: dy, = aa—f Ldx,
Xl

Gibt nidherungsweise an, wie sich der Funktionswert y idndert, wenn bei
Konstanthaltung von x, die Variable x, um dx, verindert wird.

* Totales Differenzial: dy =dy, +dy, = ﬁ [dx, + ﬁ [dx,
o To0x, 0x, ‘

Gibt niherungsweise an, wie sich der Funktionswert y dndert, wenn x, um dx,
und x, um dx, verindert wird.

9.3 Absolute Extremwerte
Es gilt fur y =f(x,, x,):
1. Notwendige Bedingungen:

£}, (x,, x,)=0 0O £ (x,, X,)=0 - Kritische Punkte

2. Hinreichende Bedingungen:

Hesse'sche Determinante D(x,, x,) =f O -’ )

Einsetzen der kritischen Punkte:

D(x,, X,) <0 - Sattelpunkt an der Stelle (x,, x,)

D(x,, x,) =0 - keine Entscheidung moglich

D(x,, X,) >0 - Weitere Untersuchung :
fl, (x, x,)>0, f{ (x,,x,)>0 - Minimum an der Stelle (x,, x,)
£, (), x,)<0, f{ (x,,x,)<0 - Maximum an der Stelle (x,, x,)

XX

9.4 Einbeziehen von Nebenbedingungen

Allgemein: y =f(x,, x,) mit Nebenbedingung g(x,, x,) =0

1. Methode: Variablensubstitution

Die Nebenbedingung wird nach einer der Variablen aufgelost und in die Zielfunktion eingesetzt. So
wird eine unabhingige Variable eliminiert und die Ublichen Differenzierungs- und Extremwert-
bestimmungsregeln kdnnen angewandt werden.
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2. Methode: Lagrange-Methode

Die Extrema der Funktion y = f(x,,x,) unter der Nebenbedingung g(x,,x,) = 0 liegen an den Stellen, an
denen die sog. Lagrange-Funktion L(x,,x,A) = f(x,,x,) + A Og(x,,x,) mit A als sog. Lagrange-Multiplikator
ihre Extremwerte annimmt. Zusitzliche unabhingige Verinderliche ist also A.

Notwendige Bedingungen:
U= oL _ of . og !

L= FAE—==0
T0x, 0%, 0x,
U = oL _ of i)\Dag Zo
Poox, 0x, 0X,
oL

L, =—=4% (X,X,);O
PN 8(Xy, X,



10. Integralrechnung 17

10. Integralrechnung

10.1 Unbestimmtes Integral

@ = (F()+0) =F(x) =f(x) fiir ¢ = konstant
X
J-f(x) dx =F(x) +c¢ mit f(x) = Integrand

F(x) = Stammfunktion

¢ = Integrationskonstante

10.2 Wichtige Stammfunktionen

. Jadx:aB(+c Fall:JIdX:X+C
n 1 n+1 ..
. jx dx =—X"" +c¢ furn#-1
n+1

a + ..
K™ +c firnz-1

. ja[k“ dX:n+1

. J‘Xfl dx='[§ dx =ln|X|+c

X

. jaxdx=a—+c fira>0 Fall:jexdx=e +c=e* +c
Ina Ine

. Jlnxdx:Xan—x+C fir x >0

alX+b 1 alX+b ..
. J.e dx ==[¢& +¢ furazo0

a
. v[(at|3(+b)ndx=;B[a[k+b)n+l+C fir n # -1
alln+1)

. J. ! dx=an|aB(+b|+c firalk+b>0
alk+b a

- [ de=*-Lonascep|+c  fira+b>0
alk+b a a

10.3 Integrationsregeln
*  Konstanter-Faktor-Regel:
Jatco dx =afo dx
*  Summenregel:
[IFGO + geo £ .1 dx = [f(0) dx % [g(x) dx £ ..
*  Partielle Integration:
JFOO TG0 dx = £60 TGO = [ () Ta(x) dx

Es ist die Funktion als g'(x) zu wilhlen, die sich leichter integrieren lisst. Mehrmaliges Integrieren
kann notwendig sein.

e Integration durch Substitution:

[FgC) '(x) dx = [f(2) dz mit z=g(x)
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10.4 Bestimmtes Integral

Berechnung von Flichen zwischen f(x) und der x-Achse:

j-f(x) dx = [F(X)]: =F(b) - F(a) mit a = Untergrenze und b = Obergrenze
éerechnung von Flachen zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x):

f(x) =2 g(x) - Tf(x) dx = jzg(x) dx - Fliche zwischen f(x) und g(x) = ]i(f(X) -g(x)) dx

Eigenschaften bestimmter Integrale:

* Die Konstanter-Faktor-Regel gilt weiterhin.
b b
[l o) dx =k [ £x0) dix

* Die Summenregel bleibt ebenfalls erhalten.
b

b b
[16C0 + g0l dx = [f(x) dix + [ g(x) dx

a

* Auch die partielle Integrationsregel bleibt uneingeschrinkt giltig.
b b
[FCO TG0 dx =[fC0 TGO]) = [ 100 T(x) dx

*  Bei der Substitution sind die Integrationsgrenzen mitzusubstituieren.

b 2,=g(b)
[ty dx= [ f») dz=[F@]* =F(z,) - F(z)

7=g(a)

10.5 Okonomische Anwendung: Konsumenten- und Produz entenrente

Auf einem Markt wiren einige Nachfrager bereit gewesen einen hoheren Preis als den bei der Menge x*
(Gleichgewichtsmenge) vorherrschenden Marktpreis p* (Gleichgewichtspreis) zu bezahlen. Die sich
dadurch ergebende Einsparung wird als Konsumentenrente bezeichnet:

KRZJ-pD(X) dx-p X
0

Einige Anbieter hitten auch zu einem niedrigeren als den Marktpreis verkauft. So entsteht ein zu-
sitzlicher Gewinn namens Produzentenrente:

PR=p [k - Ips(x) dx
0
Grafisch zeigt sich dies im linearen Fall wie folgt:

p

Angebotsfunktion p°(x)

Nachfragefunktion p”(x)




11. Matrizenrechnung

11. Matrizenrechnung

Definition einer Matrix: Rechteckige Anordnung von Elementen

A=|a, a,

all 2]'12 315 2]'ln
Ay Ay Ay 4,
2 43 a3,
aml amz amS amn mxn

11.1 Spezielle Matrizen

Zeilenvektor:

Spaltenvektor:

Quadratische Matrix:

Diagonalmatrix D:

Einheitsmatrix E:

b=(b, b, Dy )in
4,
4,

a=| .
a

m / mx1

Die Dimension der Matrix ist gleich m x m.

Die Elemente a,,, a,,, a5, ..., 4, stellen die Haupidiagonale dar.

Alle Werte auBerhalb der Hauptdiagonalen sind gleich 0.

Hauptdiagonalwerte = 1, alle anderen Werte = 0

Dreiecksmatrix:

Nullmatrix 0:

1 0 0

Beispiel: E={0 1 0

0 0 1

3x%3

Alle Werte unterhalb (obere Dreiecksmatrix O) oder oberhalb der
Hautpdiagonalen (untere Dreiecksmatrix U) sind gleich 0.

Alle Elemente der Matrix sind gleich 0.

11.2 Matrizenoperationen

11.2.1 Ordnungsrelationen

Voraussetzung: gleiche Zeilen- und Spaltenzahl der betrachteten Matrizen

A=B
A>B
A=B
A<B
A<B
A#%ZB

>

>

>

a; = b,
a; > b,
a; 2 b,
a; <b,

a. < bij

fur alle i =1,2,
fur alle i =1,2,
fur alle i =1,2,
fur alle i =1,2,

fur alle i =1,2,

.,mundj=12..
.,mundj=12..
.,mundj=12..
.,mundj=12..
.,mundj=12..

Es gibt mind. ein Indexpaar (i,j) mit a; # b;.

11.2.2 Transponierte Matrix

Vertauschen von Zeilen und Spalten:

a

a

11

ml

312 aln al] 321 ml

a,, a a a,. .
22 2n T — 12 22 m2
. - A = . .

amZ amn mxn aln 61Zn 61mn

19



11. Matrizenrechnung

Es gilt:
e« (A" =A
« D'=D
e A"=A o A ist symmetrisch.

e A'=-A o A ist schiefsymmetrisch.

11.2.3 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar
Skalar = einfache Zahl
C=AM\ o ¢;=a;[A furallei,(j

11.2.4 Addition von Matrizen
Voraussetzung: Gleiche Zeilen- und Spaltenzahl
C=AtB o~ ¢;=a;+b, furalle ij
Es gilt:
e A+B=B+A
e (A+B)+C=A+B+0O
e ANXA+B)=A[A+A[B
e« (AxB)"=A"+B'
e A*0=A

11.2.5 Multiplikation von Matrizen

Multiplikation von A und B nur wenn gilt: A ., und B,
k
A B, =C, ~ ¢ =ABy= Zaih (b, mit A, = i-te Zeile von A
" B; = j-te Spalte von B
Es gilt:

« AMBZBIA
« AMBI=(AMBC=ALBLO)
« AMB+ALC=ALB+C)

« (AM"'=B"MAT

« AD=0[A=0

« AE=EM=A

11.2.6 Skalarprodukt und dyadisches Produkt von Vektoren

Skalarprodukt:
by
b,y k
(an ap o ay) =(cyy) mit ¢ = Zam (b,
h=1
by,
Dyadisches Produkt:
4 a;tby  a b, -+ a [b,
4 _laxthy ayb, - alb,
. [{bl bZ bn)1xn - : : .
Am mx1 Am |:bl Am EbZ Am n/mxn
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11.3 Determinanten

Einer quadratischen Matrix A wird eine Zahl k zugeordnet, die man Determinante nennt.

Ay A Ay Ay Ap Ay
a a cee 4 a a ceeoQa
21 22 2 21 22 2
A=| ] : - detA=| . oo S=k
aml amz e amm mXm aml amz e amm
Berechung:
e 1 x1— Matrix:

A= (au)m - detA = |a11| =a,

2 X 2 — Matrix:
a, a a, a,
11 12 11 12
A =[ ] - detA = =a, [h,, —a,, b,
b A ) Ay Ay

3 x 3 — Matrix: Regel von Sarrus

.
all alZ 3.15 a11 alZ a15 E all alZ
= P erw . '
A= Ay Ay Ay - A =l Ay Ap Ay i 4 Ay
1
Ay Ay Ay ), A3 Ay dyy 1 dy Ay

Es gilt:
det A =(a,; [, [hyp) + (ay, Dy, Thyy) + (ayy Dy, Oy
Hauptdiagonale und deren Parallelen
—(ay; [y, Thyy) — (g Oy Dhyy) = (ay, Thy, D)

Nebendiagonale und deren Parallelen

Ubrige quadratische Matrizen: Entwicklungssatz von Laplace

25 1 0

1 0 5

Beispiel: Berechnung von det A = 2 3 4
21 -1 1

1Entwicklung nach der ersten Zeile (allgemein nach beliebiger Zeile/Spalte moglich):

Die Elemente der ersten Zeile werden mit den Unterdeterminanten multipliziert, die sich ergeben,
wenn man die erste Zeile und die Spalte des jeweiligen Elements aus der Matrix streicht. Man
erhilt dann bei der (4%4)-Matrix 4 Terme, die nach folgendem Vorzeichenschema verknipft
werden.

+ - + -

-+ - +

+ - + -

-+ - +
1Wenn man nach der ersten Zeile entwickelt, erhilt der erste Term ein ,+¢, der zweite ein ,—
usw. Wirde man nach der 2. Zeile entwickeln, miisste man dagegen mit einem ,—“ beginnen.
Damit ergibt sich:

1 0 5 1 0 5 11 5 11 O
det A =+2 3 -1-s501 3 -1+101 2 -1j-o001 2 3 =104
1 -1 1 2 -1 1 21 1 2 1 -1
Es empfiehlt sich die Entwicklung nach der Zeile/Spalte, die die meisten Nullen enthilt.
Fall: Obere oder untere Dreiecksmatrix A

- det A =Produkt der Hauptdiagonalelemente



11. Matrizenrechnung 22

Rechenregeln fiir Determinanten:

o detA[A , ) =A"[HetA .,

mXm

e det(A[B)=detA [detB
o detA=detA"

1
det A

e detA™' =

11.4 Inverse Matrix
Inverse: A~ = L (Adj(A) mit detA #0
det A

Berechung der adjungierten Matrix adj(A):

+|A11| _|A12| +|A13| "'T +|A11| _|A21| +|A51|
adi(A) = ~[Ay] +[Au| —|Ay| - _| A Ay Az -

+|‘§31| ‘|‘§32| +|‘§35| " +|‘.‘13| ‘|‘§25| +|‘§35| -

Die Matrizen A, sind dabei jene, die bei Streichung von Zeile i und Spalte j in der Matrix A entstehen.

11.5 Rang einer Matrix

Der Rang rg(A) der Matrix A bezeichnet die (Maximal)Zahl linear unabhdingiger Zeilenvektoren inner-
halb der Matrix. Es gilt allgemein:

* rg(A) < min{m,n}
«  rg(A) = rg(A")
*  1g(AB) < min{rg(A), rg(B)}

Eine quadratische m x m - Matrix hat genau dann wvollen Rang rg(A) = m, wenn ihre Determinante
ungleich Null ist. Ist ihre Determinante gleich Null, so ist der Rang der Matrix kleiner als ibre Zeilenan-
zabl. Wie grof der Rang genau ist, kann in einem solchen Fall nicht unmittelbar angegeben werden.
Dazu sind elementare Zeilentransformationen (vgl. Abschnitt 11.6.2) notwendig.

11.6 Lineare Gleichungssysteme

11.6.1 Lésbarkeit

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen x,,x,,...,x, hat die Form
all B(1 + alZ B(Z .. +aln |:‘kl = bl
a, [k, +a, %, +..+a, [k, = b,

a,k +a,Xx, +... 4 Kk =b

m2 mn n m
oder in Matrixschreibweise:
dll a12 dln 1 bl
aZl aZZ aZn XZ —_ bZ
: A I =
aml amz o amn Xn bm
x
Koeffizientenmatrix Variablenvektor Ergebnisvektor

Ob und wie viele Ldsungen ein solches Gleichungssystem besitzt, hingt vom Typ des Gleichungs-
systems und der linearen Abhingigkeit bzw. Unabhingigkeit der Gleichungen des Systems ab.

1. bestimmtes Gleichungssystem (m = n):
- eindeutige Losung, wenn Gleichungen linear unabhdingig

- unendlich viele Lésungen, wenn Gleichungen linear abhdingig
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- keine Lésung, wenn Gleichungen widerspriichlich
2. Uberbestimmtes Gleichungssystem (m > n):

i. d. R. keine Losung, es sei denn, die m — n tberflissigen Gleichungen stellen gerade Linearkombi-
nationen der restlichen Gleichungen dar

3. unterbestimmtes Gleichungssystem (m < n):

i. d. R. unendlich viele Losungen.

11.6.2 Gaul¥'scher Lésungsalgorithmus

Zur Losungsfindung wird die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems um den Ergebnis-
vektor b erweitert und diese neue Matrix A™ durch elementare Zeilentransformationen in eine Matrix

von Dreiecksform Uberfiihrt:

A, Az o Ay bl . Ap Ay Ay bl
321 a22 a25 aZm b2 O 2122 323 aZm b2
P P . . Jaufy scher| - - ~
3 A3 Ay a,, by |0 Qgﬁllguslj_) 0 0 a a3 by
Anr A ami A bm 0 0 . 0 2a K

mm m

Ergebnisinterpretation:

*  Entstehung einer oder mehrerer Nullzeilen in der erweiterten Matrix:

erw

- A™ besitzt keinen vollen Rang sondern rg(A™) =  Zeilen von A™ abziiglich entstehende Null-
zeilen“. Die Gleichungen des Systems sind linear abhingig und das Gleichungssystem besitzt
unendlich viele Losungen

*  Es treten Nullzeilen auf, deren letzte Koeffizienten von Null verschieden sind:
— Das Gleichungssystem ist widerspriichlich und besitzt keine Lésung.
*  Es entstehen keine Nullzeilen und keine widerspriichlichen Zeilen:

erw

- A" besitzt vollen Rang, d. h. die Gleichungen des Systems sind linear unabhingig und das
Gleichungssystem ist eindeutig Iosbar. Umschreiben von A™ in Gleichungssystemform und
Auflosen liefert die Losung des Systems.

11.6.3 Cramer'sche Regel

Ist ein Gleichungssystem eindeutig losbar (det A # 0), kann seine Losung mittels der Cramer'schen
Regel bestimmt werden. Dabei wird wie folgt vorgegangen:

1. Darstellung des Gleichungssystems in Matrixschreibweise A [k =b. Es muss sich bei der Koef-
Sfizientenmatrix A um eine quadratische Matrix handeln.

2. Berechnung der Determinante von A, da das Gleichungssystem nur bei det A # 0 eine eindeutige
Losung besitzt.

3. Wir ersetzen in der Matrix A die Spalte j durch den Ergebnisvektor b der rechten Seite, wodurch
neue Matrizen

entstehen. Mit diesen Matrizen bzw. ihren Determinanten det A; kdnnen wir dann die Losungen x;
des linearen Gleichungssystems bestimmen:

X, = ! |:<ﬂetAi mit detAZ0 fir j=1,2,...,m
det A



